Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions i implementació en l'aplicació informàtica Estruwin 3D by González Ventura, Sergi
Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions... Pàg. 1 
 
Resum 
Aquest volum conté la memòria del projecte de fi de carrera ‘Anàlisi lineal de vinclament 
d’estructures de barres en tres dimensions i implementació en l’aplicació informàtica Estruwin 
3D’. Es presenta l’estudi i implementació d’un mètode d’anàlisi lineal de vinclament basat en 
l’algorisme d’iteració en el subespai. 
En el document es descriu detalladament cadascun dels passos necessaris per a la 
implementació del mètode de càlcul, posant especial interès en aquells punts relacionats 
amb el mètode d’iteració en el subespai. A més hi ha una col·lecció d’exemples 
comentats i resolts mitjançant l’anàlisi lineal de vinclament. També inclou descripcions de 
les principals millores efectuades en l’aplicació Estruwin 3D, tot especificant-ne l’estat 
previ a aquest projecte i les justificacions pertinents d’idoneïtat i funcionalitat. 
Finalment, es fa una valoració del nivell d’acompliment dels objectius prefixats. 
 
Pàg. 2  Memòria 
 
Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions... Pàg. 3 
 
Sumari 
VOLUM I 
RESUM ______________________________________________________1 
SUMARI _____________________________________________________3 
1. GLOSSARI _______________________________________________7 
2. PREFACI_________________________________________________9 
2.1. Origen del projecte........................................................................................... 9 
2.2. Motivació .......................................................................................................... 9 
2.3. Requeriments previs ...................................................................................... 10 
3. INTRODUCCIÓ___________________________________________11 
3.1. Objectius del projecte..................................................................................... 11 
3.2. Abast del projecte........................................................................................... 11 
4. PREVIS A LA SOLUCIÓ DEL PROBLEMA DE VALORS I VECTORS 
PROPIS_________________________________________________13 
4.1. Introducció...................................................................................................... 13 
4.2. Fonaments per a la solució del problema de valors i vectors propis............. 14 
4.2.1. Propietats dels vectors propis .............................................................................14 
4.2.2. El  polinomi característic del problema de valors propis KΦ = λMΦ..................15 
4.2.3. Shifting (El canvi).................................................................................................15 
4.2.4. Transformació del problema generalitzat KΦ = λMΦ a la forma estàndard......16 
4.2.5. Descomposició LDLT ...........................................................................................17 
4.2.6. Descomposició Cholesky ....................................................................................18 
4.2.7. Propietat Sturm Sequence ..................................................................................18 
5. MÈTODES PER A LA SOLUCIÓ DEL PROBLEMA DE VALORS I 
VECTORS PROPIS _______________________________________19 
5.1. Introducció...................................................................................................... 19 
5.2. Mètodes d’iteració vectorial............................................................................ 20 
5.2.1. Iteració inversa.....................................................................................................20 
5.2.2. El shift a la iteració vectorial ................................................................................22 
5.3. Mètodes de transformació ............................................................................. 23 
5.3.1. El mètode Jacobí.................................................................................................24 
Pàg. 4  Memòria 
 
5.3.2. El mètode Jacobí per al cas generalitzat............................................................ 26 
5.4. El mètode de la iteració en el subespai ......................................................... 28 
5.4.1. Consideracions preliminars................................................................................. 28 
5.4.2. Vectors inicials d’iteració..................................................................................... 29 
5.4.3. Iteració en el subespai ........................................................................................ 29 
5.4.4. Convergència ...................................................................................................... 30 
6. ESTRUCTURA DEL PROJECTE_____________________________33 
6.1. Estructura global del projecte ........................................................................ 33 
6.2. Estructura global del Mòdul de Càlcul ........................................................... 34 
6.3. Estructura del càlcul de modes de vinclament .............................................. 36 
6.3.1. Mètode de la iteració en el subespai .................................................................. 40 
6.3.2. Mètode de Jacobí................................................................................................ 44 
6.4. Paràmetres de control del càlcul de modes de vinclament........................... 47 
6.4.1. Paràmetres convergència SubSpace:................................................................ 47 
6.4.2. Paràmetres convergència Jacobí: ...................................................................... 48 
6.4.3. Mètode de resolució del sistema [K]·[X] = [F]  (Pas 8 de l’algorisme de càlcul 
SubSpace):.......................................................................................................... 48 
7. EXEMPLES DE CÀLCUL___________________________________49 
7.1. Barra biarticulada sotmesa a compressió ..................................................... 49 
7.2. Barra encastada-lliure sotmesa a compressió .............................................. 51 
7.3. Anàlisi d’un pòrtic en 2D ................................................................................ 52 
7.4. Anàlisi d’un sistema de barres en 3D ............................................................ 56 
7.5. Anàlisi d’un pòrtic en 3D ................................................................................ 58 
7.6. Anàlisi d’una estructura 3D............................................................................ 61 
7.7. Anàlisi d’un pòrtic amb barres articulades en 2D .......................................... 63 
7.8. Temps de càlcul dels exemples..................................................................... 65 
8. PAQUET DE MILLORES DINS L’APLICACIÓ ESTRUWIN 3D______69 
8.1. Actualització de la geometria inicial segons la forma del primer mode de 
vinclament ...................................................................................................... 69 
8.2. Visualització dels factors de vinclament lineal............................................... 72 
8.3. Visualització de llistats de resultats ............................................................... 73 
8.4. Visualitzar/No Visualitzar restriccions nodals en el mòdul de postprocés .... 74 
8.5. Modificació de la funció d’ Introducció de Barres .......................................... 75 
CONCLUSIONS I RECOMANACIONS ____________________________79 
Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions... Pàg. 5 
 
AGRAÏMENTS _______________________________________________81 
BIBLIOGRAFIA ______________________________________________83 
8.6. Referències bibliogràfiques............................................................................ 83 
8.7. Bibliografia complementària........................................................................... 83 
PROGRAMARI EMPRAT _______________________________________85 
 
 VOLUM II 
ANNEX A: Deducció i comprovació de la matriu de rigidesa geomètrica 
de l’element barra encastat-encastat 
ANNEX B:  Deducció i comprovació de la matriu de rigidesa geomètrica 
de l’element barra encastat-articulat 
ANNEX C: Figures dels exemples 
ANNEX D: Pressupost 
ANNEX E: Impacte ambiental 
ANNEX F: Arxius Data.geo dels exemples  
ANNEX G: Valors dels vectors propis dels exemples  
ANNEX H: Nous llistats generats per Estruwin3D 
 
VOLUM III 
ANNEX I: Codi Visual Basic Implementat 
ANNEX J: Codi Visual Basic No Implementat 
 
Pàg. 6  Memòria 
 
Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions... Pàg. 7 
 
1. Glossari 
La llista que segueix conté els principals símbols emprats en aquest document (referents als 
capítols 3, 4 i 5). No hi són presents els que ajuden a l’exposició particular d’un punt; en 
aquest cas s’hi defineixen de forma oportuna. 
En les equacions, els claudàtors de la forma [ ] són utilitzats per a definir les matrius 
formades per vectors i els parèntesis { } per als vectors formats per escalars o subvectors. 
K Æ Matriu de rigidesa  
M Æ Matriu de rigidesa geomètrica 
Φ Æ Matriu de vectors propis 
Λ Æ Matriu de valors propis 
I Æ Matriu identitat 
(λi , Φi) Æ Parell i-éssim de valor i vector propis 
μ Æ Valor del shift 
X Æ Matriu de vectors iteració on s’emmagatzema els vectors propis 
L Æ Matriu triangular resultant de la descomposició LDLT 
LT Æ Transposada de L 
P Æ Matriu de transformació de Jacobí  
D Æ Matriu diagonal de la descomposició LDLT 
n Æ dimensió de la matriu 
p Æ nombre de valors propis  
Les variables representades per una lletra majúscula fan referència a una matriu. Les 
mateixes lletres representades en minúscula i cursiva, fan referència a un element concret de 
dita matriu. 
kij Æ Fa referència a l’element (i,j) de la matriu K 
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Els subíndex “ l ”, tant per als vectors com per a les matrius, indica que els seus eixos 
coordenats són locals; en cas de no aparèixer, s’entén que estan definits segons els eixos 
globals. Els subíndex emprats són: 
Eixos:  g Æ global  l Æ local 
Elements: e Æ elemental  G Æ global  r Æ reduïda 
k Æ número de la iteració 
El superíndex “ T ”, tant per als vectors com per a les matrius, indica que es tracta d’una 
matriu transposada; el superíndex “-1”, serveix per indicar que una matriu està invertida. 
Abreviatures: diag Æ diagonal p.e.Æ Per exemple 
Alguns exemples de nomenclatura: 
[Mel] Æ Matriu de rigidesa geomètrica elemental segons els eixos globals 
[MG] Æ Matriu de rigidesa geomètrica global 
[KGr] Æ Matriu de rigidesa reduïda 
[MGr] Æ Matriu de rigidesa geomètrica reduïda 
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2. Prefaci 
2.1. Origen del projecte 
La proposta des del departament de Resistència de Materials i Estructures a l’Enginyeria de 
l’E.T.S.E.I.B, i més concretament del professor Miquel Casafont, de realitzar un projecte 
basat en l’estudi d’un mètode de càlcul de modes de vinclament, pren especial significació si 
es coneix l’estat actual de l’aplicació Estruwin3D. 
Estruwin3D, programa informàtic de càlcul matricial d’estructures de barres, neix des del 
mateix departament l’any 2004 amb la intenció de prendre el relleu a una antiga versió (Pere 
Sancho Martori del departament de Resistència de Materials i Estructures a l’Enginyeria de 
l’E.T.S.E.I.B. va desenvolupar l’any 1997 la primera versió de l’aplicació Estruwin). Aquest 
programa va néixer amb grans ambicions i degut al volum de feina que això comporta 
sempre s’ha sabut que caldria una concatenació de projectes per a que el projecte cobrés 
vida, és a dir, que fos més funcional i complert que la versió primera, adaptant-se a les noves 
necessitats. 
Després de la importantíssima tasca d’Antoni Solé [1], Xavier Nebot [2] i Sergio Caparrós [3] 
en el desenvolupament d’Estruwin3D, aquest projecte pretén aportar les millores necessàries 
per a que finalment la nova versió sigui una realitat, la qual cosa no vol dir que es tanqui el 
projecte; doncs Estruwin3D va néixer amb moltes ganes de créixer i no s’aturarà aquí. 
L’ anàlisi de vinclament és una de les assignatures pendents d’Estruwin3D. Un cop 
implementat tot l’esquema base del programa, el càlcul lineal i el càlcul no lineal, i en base a 
la normativa actual, es considera que era el moment idoni per a dur a terme aquest projecte. 
2.2. Motivació 
La motivació necessària per a la realització d’aquest projecte ha estat fàcil de trobar i 
mantenir durant els 8 mesos que ha durat. El interès per la temàtica tractada i també per la 
programació en general, ha fet que gairebé cada dia aprengués coses noves i em sorgissin 
nous problemes i dubtes que han anat alimentant la roda de la curiositat fins a assolir els 
objectius. 
Però si algun factor ha estat determinant per a dur a terme aquest projecte, aquest és la 
satisfacció que suposa haver contribuït en la creació de la nova versió d’Estruwin3D, 
aplicació que posteriors companys de carrera faran servir, i qui sap si també futurs 
calculistes. 
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2.3. Requeriments previs 
En aquest cas ha estat necessari definir el futur marc de treball d’Estruwin3D per a 
determinar quin tipus d’anàlisi  lineal de vinclament es vol implementar. 
• Tenint en compte que una de les principals aplicacions d’Estruwin3D és formar part 
del material docent de determinades assignatures del departament; és interessant 
que es puguin estudiar gran part de les tipologies estructurals presents en el temari 
de les assignatures impartides. Per exemple, en l’assignatura Teoria d’estructures II, 
s’estudia l’anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres. 
• És necessari també que els resultats obtinguts amb Estruwin siguin coherents amb 
els generats per altres programes emprats en el departament. És per aquesta raó 
que s’ha pres com a programa de referència ANSYS, intentat realitzar el mateix 
procediment d’anàlisi lineal de vinclament que porta a terme aquesta aplicació (tenint 
present les nostres limitacions davant d’aquesta eina professional). 
• Per altra banda, ja que Estruwin3D permet definir estructures tridimensionals 
sembla lògic que les opcions d’anàlisi lineal de vinclament siguin també vàlides per a 
qualsevol estructura 3D (la qual cosa implica una complexitat més elevada a 
diferència de si s’hagués limitat a estructures bidimensionals). 
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3. Introducció 
En començar aquest projecte Estruwin3D es trobava en una fase avançada de 
desenvolupament gràcies a la feina realitzada per projectes anteriors des del departament  
de Resistència de Materials i Estructures a l’Enginyeria de l’E.T.S.E.I.B, tots ells encapçalats 
per Miquel Casafont. Tant el preprocés com el postprocés de l’aplicació es podien considerar 
acabats (a falta de petites millores que s’esmentaran al llarg del projecte), però el mòdul de 
càlcul només comptava amb la opció de realitzar càlculs lineals i no lineals. Així, aquest 
projecte s’ha desenvolupat sota els condicionants i alhora agraït estat de maduresa en que 
es trobava la plataforma Estruwin3D. 
Aquest alt desenvolupament de l’aplicació ha suposat la necessitat d’estudiar a fons la 
filosofia i disseny de l’estructura del programa abans d’iniciar les tasques de millora 
proposades (doncs calia ésser coherent amb la resta de l’aplicació), així com la necessitat de 
conèixer el llenguatge de programació emprat (Visual Basic). 
3.1. Objectius del projecte 
Recuperant el paral·lelisme que Antoni Solé va fer servir en la memòria del seu projecte [1], 
on deia que si es comparava Estruwin3D amb la construcció d’un complex d’edificis, ell havia 
desenvolupat els fonaments, instal·lacions i serveis comuns, aleshores l’objectiu d’aquest 
projecte és “polir” el complex. 
Traduït a l’entorn d’Estruwin3D, això es pot resumir en dues gran tasques: 
La primera consisteix en dotar Estruwin3D de la possibilitat de realitzar anàlisis lineals de 
vinclament, i la segona, consisteix en afegir o modificar diferents opcions del programa a fi 
que, en conjunt, en surti una nova versió d’Estruwin3D totalment operativa. 
3.2. Abast del projecte 
El càlcul de modes de vinclament que es pretén implementar ha de complir amb les 
especificacions citades en el prefaci; és a dir: 
• Determinar factors de vinclament lineal d’una estructura: El factor de vinclament és el 
valor per el qual hem de multiplicar el patró de càrrega d’una estructura per a que 
aquesta arribi a la inestabilitat elàstica. 
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• Determinar modes de vinclament lineal: El mode de vinclament és la forma que 
prendrà la deformada de l’estructura quan aquesta es trobi sota l’acció de la càrrega 
corresponent al factor de vinclament associat al mode. 
• Permetre el càlcul de modes de vinclament d’estructures 3D. 
• No entrar en conflicte amb els resultats generats per ANSYS. Acceptarem que 
existeixi un cert error relatiu, però que no superi el 2% (excepte en situacions on un 
error major sigui justificable). 
Pel que fa al paquet de millores que es pretén implementar, necessita resoldre els següents 
problemes o mancances: 
• Actualitzar la geometria de l’estructura inicial desprès del càlcul dels modes de 
vinclament. 
• Possibilitat d’extreure els resultats obtinguts fora d’Estruwin3D mitjançant llistats. 
• Visualitzar/No visualitzar restriccions nodals en el mòdul de postprocés. 
• Modificació de la funció introduir barres. 
a més de la depuració o millora d’altres punts conflictius del programa, que no es citen per no 
tenir prou pes de manera individual. 
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4. Previs a la solució del problema de valors i 
vectors propis 
4.1. Introducció 
Abans de presentar els algoritmes i mètodes de càlcul, és important parlar d’algunes 
consideracions bàsiques per a la solució dels problemes de valors propis. 
El problema més simple que es pot presentar és el corresponent al problema de valors 
propis estàndard, 
λφφ =K       (Eq.  4.1) 
on K és la matriu (ordre n) de rigidesa d’un element finit simple o la matriu encadellada  de 
diversos elements. Aquesta matriu K ha de ser positiva semidefinida o positiva definida. 
Existeixen n valors propis i els seus corresponents vectors propis que satisfacin (Eq. 4.1). El 
parell iéssim es denota com (λi,Φi). 
La solució per a un nombre p de parells s’escriu, 
Λ= φφK       (Eq.  4.2) 
on Φ és una matriu n x p on les columnes son igual als vectors propis i Λ és una matriu 
diagonal p x p amb els corresponents valors propis. 
Per a resoldre el problema de vinclament en estructures s’ha de resoldre un problema de 
valors i vectors propis generalitzat. En aquest cas l’equació del problema seria, 
φλφ MK =       (Eq.  4.3) 
on K i M són, respectivament, la matriu de rigidesa i la matriu de rigidesa geomètrica de 
l’encadellament dels elements finits. Els valors propis λi i els vector propis Φi, corresponent a 
la càrrega crítica de vinclament de l’estructura i el mode de vinclament associat a aquesta 
càrrega. 
Anàlogament a l’equació (Eq. 4.2), la solució per a p parells s’escriu, 
Λ= φφ MK          (Eq.  4.4) 
on les columnes de Φ són els vectors propis i Λ és una matriu diagonal amb els 
corresponents valors propis. 
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El problema de l’equació (Eq. 4.4) es redueix a un problema estàndard si la matriu M és la 
identitat. 
4.2. Fonaments per a la solució del problema de valors i 
vectors propis 
Abans de començar a treballar en els procediments per a la solució del problema, es 
necessari comprendre a fons les diferents propietats de les matrius, els valors i els vectors 
propis. Tots els mètodes estaran basats en aquestes propietats fonamentals [4]. 
4.2.1. Propietats dels vectors propis 
La solució del problema generalitzat KΦ = λMΦ té n valors propis λ1,..., λn, i els 
corresponents vectors propis Φi,..., Φn. Cada parell (λi,Φi) satisfà (Eq. 4.3), p.e., tenim 
;iii MK φλφ =   i = 1,...,n     (Eq.  4.5) 
D’aquesta equació es dedueix que si s’estableix el vector λiMΦi com a vector de càrrega R a 
l’equació KU = R, aleshores U = Φi. Aquesta idea suggereix immediatament l’ús d’algorismes 
estàtics per al càlcul dels vectors propis. L’algorisme de descomposició LDLT  serà una part 
important del procés de solució. 
L’equació (Eq. 4.5) també mostra que un vector propi també es pot definir com a múltiple de 
si mateix 
)()( iii MK φαλφα =      (Eq.  4.6) 
on α és una constant diferent de zero. Per tant, amb Φi  sent un vector propi, αΦi serà també 
un vector propi, i podem dir que un vector propi només estarà definit per la seva direcció a 
l’espai n-dimensional considerat. Un vector propi ha de satisfer l’equació (Eq. 4.5) i també la 
relació ΦiTMΦi = 1. 
Una relació important que satisfan els vectors propis és la M-ortonormalitat. 
Λ=φφ KT      (Eq.  4.7) 
IMT =φφ      (Eq.  4.8) 
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4.2.2. El  polinomi característic del problema de valors propis KΦ = λMΦ 
Una propietat molt important dels valors propis del problema KΦ = λMΦ és que ells mateixos 
són les arrels del polinomi característic, 
)det()( MKp λλ −=      (Eq.  4.9) 
Aquesta propietat es deriva de la relació bàsica en (Eq. 4.5), que es pot reescriure com 
0)( =Φ− ii MK λ      (Eq.  4.10) 
S’observa que (Eq. 4.5) pot ser satisfeta només per a Φi  no trivials (p.e., Φi diferent a un 
vector nul) sempre que la matriu K- λM sigui singular. 
4.2.3. Shifting (El canvi) 
Un procediment important que s’usa extensament en la solució de valors propis i vectors 
propis és el shifting. El propòsit d’aquesta tècnica és accelerar els càlculs del problema 
requerit.  
Donat el problema KΦ = λMΦ, el shift consisteix en realitzar una transformació sobre K de 
manera que: 
'K K Mρ= −      (Eq.  4.11) 
i considerant un nou problema tal que 
ψμψ MK ='           (Eq.  4.12) 
Per identificar com estan relacionats els valors i vectors propis dels dos problemes reescrivim 
la última equació en la forma 
ψγψ MK =           (Eq.  4.13) 
on γ = ρ + μ. Aleshores (Eq. 4.13), és en realitat el problema KΦ = λMΦ, i donat que la 
solució del problema és única, tenim 
γ i = ρ + μ i    Φi = ψi    (Eq.  4.14) 
En altres paraules, els vectors propis de ψμψ MK ='  són els mateixos que KΦ = λMΦ, 
però els valors propis han disminuït en valor igual a ρ.  
Una de les aplicacions més freqüents del shift aplica quan s’utilitza un algorisme que no és 
capaç de calcular valors propis de valor zero.  
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El shift també permet millorar el rati de convergència entre els valors propis més petits d’un 
problema. Donat λ1 < λ2, el vector iteració convergeix amb un rati λ1/λ2 cap al vector propi Φ1. 
En funció de la magnitud dels valors propis, el rati pot ser arbitràriament lent (λ1/λ2=0,99), o 
extremadament ràpid (λ1/λ2=0,01). Per exemple, siguin λ1 = 1050 i λ2 = 1100; els dos primers 
valors propis d’un problema KΦ = λMΦ. Si sobre la matriu K hi apliquem un shift de valor = 
1000, els dos primers valors propis serien λ’1 = 50 i λ’2 = 100. Si comparem els ratis de 
convergència de l’exemple original i l’exemple amb shift, tenim: 
1
2
1050 0,9545
1100
λ
λ = =  
1
2
' 50 0,5
' 100
λ
λ = =  
Una última aplicació del shift correspon a la possibilitat de buscar valors propis per sobre 
d’un valor determinat. 
4.2.4. Transformació del problema generalitzat KΦ = λMΦ a la forma 
estàndard 
El propòsit d’aquest apartat és mostrar com el problema KΦ = λMΦ pot ser reduït a la forma 
estàndard. Si un problema generalitzat es pot escriure en la forma estàndard, les propietats 
dels valors, vectors propis i el polinomi característic del problema generalitzat es dedueixen 
de la solució del problema estàndard. Aquesta transformació s’utilitza perquè és molt més 
fàcil solucionar el problema estàndard que un de generalitzat. 
Assumint que M és positiva definida, es pot transformar el problema generalitzat KΦ = λMΦ 
utilitzant una descomposició de M de la forma 
TSSM=          (Eq.  4.15) 
on S és qualsevol matriu no singular. Substituint en (1.3), tenim 
φλφ TSSK =      (Eq.  4.16) 
Multiplicant els dos costats de (1.13) per S-1 i definint un vector φφ TS=' , s’obté el problema 
estàndard següent 
ˆ ˆKˆφ λφ=       (Eq.  4.17) 
on                         1ˆ TK S KS− −=              (Eq.  4.18) 
Per a descompondre M s’usa, en general, la descomposició Cholesky descrita en l’apartat 
4.2.6. 
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4.2.5. Descomposició LDLT 
La descomposició LDLT és la reducció de la matriu de rigidesa [K], quadrada, definida 
positiva i de rang n a una triangular [L] i una matriu diagonal [D] de manera que [L]·[D]·[L] T = 
[K]. Els passos per a obtenir la matriu triangular [L] són els següents: 
                        1 1 11 2 1...nL L L K S
− − −
− =              (Eq.  4.19) 
on S és la matriu triangular superior i les matrius Li-1 tenen la forma següent. 
1
1
2
1
.
.
.
1
.
.
. .
. .
. .
1
i i
i
ni
L l
l
l
−
+
+
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦
;   
( )
( )
i
i j
i j i
ii
k
l
k
+
+ =   (Eq.  4.20) 
Els elements li+j son els factors multiplicadors de Gauss. Si obtenim Li a partir de Li-1 trobem 
que ara 
1 2 1... nK L L L S−=               (Eq.  4.21) 
         K L S=               (Eq.  4.22) 
on 1 2 1... nL L L L −= ; és una matriu triangular inferior 
21
31 32
41 42
1 , 1
1
1
1
1
. . 1
. . .
. . .
. . .
. . .
. . 1
. . . . . . . . 1n n n
l
l l
l l
L
l l −
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
    (Eq.  4.23) 
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Com que S és triangular superior i conté els pivots de la eliminació Gaussiana, S DS= ? , on D 
és la diagonal de S. Substituint S a (4.22) i tenint en compte que K és simètrica i la 
descomposició és única, s’obté TS L=? , i per tant 
                        TK L D L=             (Eq.  4.24) 
4.2.6. Descomposició Cholesky 
La descomposició Cholesky està estretament relacionada amb la LDLT. A la descomposició 
Cholesky la matriu de rigidesa K es descompon de la següent manera: 
TK LL= ? ?         (Eq.  4.25) 
On    
1
2L LD=?         (Eq.  4.26) 
Per tant, els factors de Cholesky es poden calcular a partir dels factors D i L. Igual que en la 
descomposició LDLT, només serà possible per matrius positives definides, on tots els 
elements de la diagonal siguin positius. El principal ús de la descomposició Cholesky 
correspon a la transformació de problemes de valors i vectors propis generalitzats en 
estàndard. 
4.2.7. Propietat Sturm Sequence 
La propietat Sturm és àmpliament utilitzada en la solució de problemes de valors i vectors 
propis. Tot i que existeixen algorismes de càlcul capaços de resoldre determinats problemes 
de valors propis només utilitzant aquesta propietat, no són aplicables en la resolució de 
problemes generalitzats i per tant ens centrarem en la propietat Sturm com una eina auxiliar 
que ajudarà en la construcció d’algorismes més complicats. 
L’enunciat principal de la seqüència Sturm és el següent: “Si per a un valor de shift = μ, la 
factorització Gaussiana del problema generalitzat [K] – μ[M] en la forma LDLT es pot obtenir. 
Aleshores el nombre d’ elements negatius en la diagonal D és igual al nombre de valors 
propis amb valor menor que μ.” 
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5. Mètodes per a la solució del problema de valors i 
vectors propis 
5.1. Introducció 
A l’apartat anterior s’han explicat les bases teòriques fonamentals que s’usen en la resolució 
del problema de valors i vectors propis. El propòsit d’aquest apartat és presentar algunes 
tècniques efectives per a resoldre el problema dels valors i vectors propis [4]. Els mètodes 
estaran basats en els aspectes fonamentals explicats en l’apartat anterior. 
Com abans, ens centrem en la resolució del problema 
φλφ MK =       (Eq.  5.1) 
i en particular, en el càlcul dels valor propis de valor més petit λ1,...,λp i els corresponents 
vectors propis Φi,...,Φp. Els mètodes considerats es poden subdividir en dos grups. Els 
mètodes d’iteració vectorial formen el primer grup, on la principal propietat utilitzada és que 
iii MK φλφ =      (Eq.  5.2) 
Els mètodes de transformació constitueixen el segon grup. Aquests estan basats en les 
propietats 
Λ=φφ KT      (Eq.  5.3) 
IMT =φφ      (Eq.  5.4) 
Abans de presentar les tècniques de resolució, és important notar una sèrie d’aspectes. Tots 
els mètodes de solució hauran de tenir una naturalesa iterativa; fonamentalment, resoldre el 
problema de valors i vectors propis KΦ = λMΦ és equivalent a calcular les arrels del polinomi 
característic, que té ordre igual a l’ordre de les matrius K i M. Tenint en compte que no 
existeixen, per al cas general, fórmules explícites per al càlcul de les arrels de p(λ) quan 
l’ordre de p és més gran de 4, s’ha de fer servir un mètode iteratiu. Abans de començar la 
iteració, però, podem decidir efectuar una transformació sobre les matrius K i M en una 
forma que permeti una solució més econòmica del problema requerit. 
Encara que la iteració és necessària en el càlcul de la parella valor propi-vector propi (λi,Φi), 
s’ha de tenir en compte que un cop tenim un membre del parell, podem obtenir l’altre sense 
més iteracions. Assumint que λi s’ha calculat per iteració; aleshores es pot obtenir Φi utilitzant 
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0)( =Φ− ii MK λ     (Eq.  5.5) 
D’altra banda, si Φi s’ha avaluat per iteració, es pot obtenir el valor propi requerit mitjançant 
les equacions 
i
T
ii Kφφλ =   1=iTi Mφφ    (Eq.  5.6) 
Per tant, quan es considera el disseny d’un mètode de solució efectiu, una qüestió bàsica 
serà si primer resoldre el valor propi λi i desprès calcular el vector propi Φi, o a l’inrevés. Pot 
passar que, en determinats casos, sigui més econòmic resoldre ambdós simultàniament. La 
resposta a aquesta qüestió depèn dels requeriments de la solució i les propietats de les 
matrius K i M. 
5.2. Mètodes d’iteració vectorial 
L’objectiu és satisfer l’equació (Eq. 5.1) operant directament sobre ella. Sigui x1 un vector 
arbitrari per a Φ, i assumint un valor per a λ, p.e. λ = 1. Es pot avaluar la part dreta de 
l’equació (Eq. 5.1) 
1 1R Mx=          (Eq.  5.7) 
Donat que x1 és un vector arbitrari, no tindrem, en general, Kx1 = R1. Si Kx1 fos igual a R1, 
tindríem un vector propi. En canvi, aplicant l’equació d’equilibri de l’anàlisi estàtic 
;12 RKx =   12 xx ≠        (Eq.  5.8) 
on x2 correspon als desplaçaments provocats per la càrrega R1. L’ús del vector 
desplaçaments x2 porta intuïtivament a pensar que aquest serà una millor aproximació al 
vector propi que x1. Això és el que succeeix en realitat, i repetint el procés, obtindrem cada 
cop una millor aproximació del vector propi. 
5.2.1. Iteració inversa 
La tècnica de la iteració inversa s’utilitza per a calcular un vector propi i el seu corresponent 
valor propi. La iteració inversa forma part de mètodes de càlcul més complexos, com per 
exemple el mètode de la iteració en el subespai. 
En aquest apartat s’assumeix que K és positiva definida, mentre que M no pot tenir elements 
diferents de zero a la seva diagonal. Si només és semidefinida positiva, s’haurà d’aplicar un 
shift abans de procedir amb el càlcul. 
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L’algorisme bàsic de la iteració inversa queda definit per les següents equacions. Per a 
procedir a la solució s’assumeix un vector inicial x1 i després s’avalua en cada iteració k = 
1,2,... 
1k kKx Mx+ =           (Eq.  5.9) 
( )
1
1 1
2
1 1
k
k
T
k k
xx
x Mx
+
+
+ +
=      (Eq.  5.10) 
on sempre que x1 no sigui M-ortogonal a Φ1 )0( 11 ≠φMxT , tenim 
11 φ→+kx    amb ∞→k  
El pas bàsic de la iteració és la solució de l’equació (Eq. 5.9) en la qual s’avalua un vector 
+k 1x  amb una direcció més propera al valor real, que el vector propi de la iteració anterior xk. 
L’equació (Eq. 5.10) serveix per a assegurar que el mòdul del nou vector iteració xk+1 és igual 
a la unitat. 
111 =++ kTk Mxx      (Eq.  5.11) 
Substituint el valor de xk+1 de la equació (Eq. 5.10) a (Eq. 5.11), s’observa que aquesta última 
es satisfà. Si el vector no fos escalat en cada iteració, els elements del vector iteració 
creixerien (o decreixerien) en cada pas i la iteració no convergiria cap a Φ1, però si a un 
múltiple d’aquest. 
Les equacions (Eq. 5.9) i (Eq. 5.10) corresponen a l’algorisme bàsic. En canvi, en les 
implementacions actuals és més efectiu iterar de la següent manera. Assumint que y1 = Mx1 , 
avaluem per k = 1,2,..., 
1k kKx y+ =       (Eq.  5.12) 
1 1k ky Mx+ +=      (Eq.  5.13) 
( ) 11
1 1
T
k k
k T
k k
x yx
x y
ρ ++
+ +
=            (Eq.  5.14) 
( )
1
1 1
2
1 1
k
k
T
k k
yy
x y
+
+
+ +
=           (Eq.  5.15) 
on, sempre que 1 1 0
Ty φ ≠ , 
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( )k
ijk    i ( )1 1kxρ λ+ →   amb ∞→k  
Les equacions (Eq. 5.12) a (Eq. 5.15) correspon bàsicament amb el càlcul del producte de 
matrius Mxk  del mètode anterior, però iterant sobre yk en comptes de xk. Utilitzant aquest 
segon mètode d’iteració, obtenim a (Eq. 5.15) una aproximació al valor propi donat per el 
quocient de Rayleigh ( )1kxρ + . Aquesta aproximació a λ1 s’usa per comprovar la 
convergència de les iteracions. Denotant la aproximació actual a λ1 com λ1(k+1) [p.e., λ1(k+1) = 
( )1kxρ + ], mesurem la convergència utilitzant 
( 1) ( )
1 1
( 1)
1
k k
k tol
λ λ
λ
+
+
− ≤     (Eq.  5.16) 
on tol hauria de ser 10-2s o menor quan el càlcul del valor propi requereix una precisió de 2·s 
dígits. 
Finalment, el càlcul del vector propi Φ1, amb l igual al nombre de la última iteració 
          ( )1 1lxλ ρ +=       (Eq.  5.17) 
( )
1
1 1
2
1 1
l
T
l l
x
x y
φ +
+ +
=     (Eq.  5.18) 
La implementació Visual Basic del mètode es troba a l’annex J. 
5.2.2. El shift a la iteració vectorial 
Un anàlisis de convergència sobre el mètode de la iteració vectorial mostra que, assumint λ1 
< λ2, el rati de convergència cap al vector propi Φ1 és igual a λ1/λ2. Aleshores depenent de la 
magnitud de λ1 i λ2, la velocitat de convergència pot ser molt lenta (λ1/λ2=0.9999), o molt 
ràpida (λ1/λ2=0.01). Mitjançant el mètode del shift s’incrementa aquesta velocitat de 
convergència. A més a més, un shift també es pot utilitzar per variar la convergència cap a 
una parella de valor propi-vector propi diferent de (λ1, Φ1) o per transformar una matriu K 
semidefinida positiva en definida positiva. 
Partint de la base que un shift de valor μ s’aplica de la manera explicada en l’apartat 4.2.3; 
ens quedaria el següent problema 
( )K M Mμ φ η φ− =           (Eq.  5.19) 
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on els valors propis del problema original i el actual estan relacionats per i i iη λ μ= − , i = 
1,2,...,n. 
Els nou valor del rati de convergència (λ1/λ2) es veurà afectat pel shift, augmentant la 
velocitat de la convergència com més proper a λ1 sigui μ. 
5.3. Mètodes de transformació 
Ja s’ha comentat a la secció 5.1 que els mètodes de transformació comprenen el grup de 
tècniques de solució que utilitzen les propietats següents dels vectors propis de la matriu Φ, 
Λ=φφ KT      (Eq.  5.20) 
IMT =φφ      (Eq.  5.21) 
Donat que la matriu, d’ordre n x n, que diagonalitza K i M segons (5.20) i (5.21), és única, es 
pot construir mitjançant iteracions. L’esquema bàsic és reduir K i M a la forma diagonal 
utilitzant pre i post-multiplicacions successives per les matrius PkT i Pk, respectivament, on k 
= 1,2,.... Definint K1 = K i M1 = M, es té 
2 1 1 1
3 2 2 2
1
.
T
T
T
k k k k
K P K P
K P K P
K P K P+
⎫= ⎪= ⎪⎬⎪⎪= ⎭
         (Eq.  5.22) 
Anàlogament,   
2 1 1 1
3 2 2 2
1
.
T
T
T
k k k k
M P M P
M P M P
M P M P+
⎫= ⎪= ⎪⎬⎪⎪= ⎭
     (Eq.  5.23) 
on les matrius PkT i Pk són seleccionades per apropar Kk i Mk a la forma diagonal. Aleshores, 
per a un procediment normal tenim 
1kK + → Λ    i 1kM I+ →   amb ∞→k  
sent l la última iteració 
1 2.... lPP Pφ =      (Eq.  5.24) 
A la pràctica, no és necessari que Kk+1 convergeixi a Λ i Mk+1 convergeixi a I, només han de 
convergir a una forma diagonal. És a dir, si 
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1 ( )k rK diag K+ →    i 1 ( )k rM diag M+ →   amb ∞→k  
aleshores amb l sent la última iteració i tenint en compte que els valors i vectors propis no 
tenen perquè estar en l’ordre correcte, 
( 1)
( 1)
l
r
l
r
Kdiag
M
+
+
⎛ ⎞Λ = ⎜ ⎟⎝ ⎠
    (Eq.  5.25) 
i  ( )1 2 1
1.... ·l l
r
PP P diag
M
φ
+
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎝ ⎠
   (Eq.  5.26) 
Utilitzant aquesta idea s’han desenvolupat diferents mètodes. En els apartats següents 
s’explica el mètode Jacobí i el mètode Jacobí per al cas generalitzat, que són els que 
finalment s’han utilitzat per a la implementació en el programa Estruwin. 
5.3.1. El mètode Jacobí 
El mètode Jacobí serveix per a la solució de problemes de valors i vectors propis estàndard 
(M igual a la matriu identitat). El principal avantatge del procediment és la seva simplicitat i 
estabilitat. Donat que les propietats del vector propi son aplicables a totes les matrius K 
simètriques sense restricció de valors propis, el mètode Jacobí calcula valors propis positius, 
negatius o zero. 
Considerant el problema estàndard KΦ = λΦ, el pas k-éssim de la iteració definit a (5.22) es 
redueix a  
1
T
k k k kK P K P+ =     (Eq.  5.27) 
on Pk és una matriu ortogonal 
T
k kP P I=      (Eq.  5.28) 
La matriu Pk és una matriu de rotació que es selecciona de manera que els elements de fora 
de la diagonal a Kk es tornin zero. Si l’element (i,j) ha de ser reduït a zero, la corresponent 
matriu ortogonal Pk és 
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1
...
1
cos ... sin
1
... ... ...
1
sin ... cos
1
...
1
k
fila i
P
fila j
columna j columna i
θ θ
θ θ
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥− →⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥→⎢ ⎥⎢ ⎥↓ ↓⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
  (Eq.  5.29) 
on θ es seleccionada de la condició que l’element (i,j)  a Kk+1 sigui zero. Denotant l’element 
(i,j)  a Kk per ( )kijk  s’utilitza 
( )
( ) ( )
2
tan 2
k
ij
k k
ii jj
k
k k
θ = −   per 4
πθ =    (Eq.  5.30) 
4
πθ =   per ( ) ( )k kii jjk k=     (Eq.  5.31) 
És important notar que un element transformat mitjançant (Eq. 5.27), pot tornar a ser diferent 
de zero degut a les transformacions següents. Aleshores, per a dissenyar un algorisme, s’ha 
de decidir quin element reduir a zero. Una elecció és sempre reduir l’element més gran Kk de 
fora de la diagonal, però la cerca consumeix temps i sembla preferible aplicar les 
transformacions sistemàticament, terme a terme, per files o columnes. Aplicar una 
transformació sobre cada element de fora de la diagonal correspon a un escombrat. 
L’inconvenient d’aquest mètode és que apliquem una rotació per cada element, 
independentment de la seva mida. 
Un procediment que es duu a terme de manera molt efectiva és el conegut com threshold 
Jacobi Method (Mètode Jacobí de l’ombra) [4], en el qual els elements de fora de la diagonal 
són comprovats de manera seqüencial (per files o columnes) i la rotació només s’aplica si 
l’element és més gran que el valor ombra de l’escombrada. Per a definir apropiadament 
aquest valor ombra, s’utilitza el factor ( )12 2/ij ii jjk k k . A més a més, per a tenir una tolerància 
real, és necessari mesurar la convergència. Només serà necessària una bona aproximació 
dels valors solució, ja que sinó el nombre d’iteracions tendiria a infinit. Sent l la última iteració; 
es té per a la precisió requerida 
1kK + → Λ      (Eq.  5.32) 
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Aleshores podem afirmar que el problema ha convergit amb tolerància de s dígits, sempre 
que es compleixen les dues equacions següents 
( ) ( )
( )
1
1 10
l l
ii ii s
l
ii
k k
k
+
−
+
− ≤ ;  i = 1,...,n   (Eq.  5.33) 
( )( )
( ) ( )
1
2 21
1 1 10
l
ij s
l l
ii jj
k
k k
+
−
+ +
⎡ ⎤⎢ ⎥ ≤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
;  per tot valor de i,j tal que i < j    (Eq.  5.34) 
La relació (Eq. 5.33) s’ha de complir perquè l’element ( )1liik
+  és la aproximació actual del valor 
propi, i la equació verifica que la actual i la anterior aproximació del valor propi no ha variat 
en les primeres s xifres. La relació (Eq. 5.34) assegura que els elements de fora de la 
diagonal són realment petits. 
Els passos a seguir per a resoldre el problema mitjançant el Mètode Jacobí de l’ombra són: 
1. Inicialitzar el valor ombra per a l’escombrada. El valor típic usat per a l’escombrada m 
sol ser 10-2m. 
2. Per a cada i,j amb i < j calcular el factor d’acoblament ( )12 2/ij ii jjk k k  i aplicar la 
transformació si aquest és major que el valor ombra actual. 
3. Utilitzar (Eq. 5.33) per a verificar la convergència. Si la relació (Eq. 5.33) no es 
satisfà, continuar amb el següent escombrat. Si (Eq. 5.33) es satisfà, comprovar si 
(Eq. 5.34) es compleix; si també es compleix el mètode ha convergit, sinó, es passa 
al següent escombrat. 
En aplicacions pràctiques, per a obtenir un bon rati velocitat/precisió, els valor més comuns 
són m = 2 i s = 12. Normalment amb sis escombrats és suficient per a obtenir la solució amb 
bona precisió. 
5.3.2. El mètode Jacobí per al cas generalitzat 
La transformació del problema de valors i vectors propis en un problema estàndard, es pot 
evitar si s’utilitza un mètode de Jacobí generalitzat que operi directament sobre K i M. 
L’algorisme és el mateix que en el cas anterior, però la matriu Pk és 
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1
...
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... ... ...
... 1
...
1
k
fila i
P
fila j
columna j columna i
α
γ
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥→⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥→⎢ ⎥⎢ ⎥↓ ↓⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
   (Eq.  5.35) 
On les constants α i γ redueixen simultàniament a zero els elements (i,j) de Kk i Mk. Així 
doncs, els valors α i γ són funció dels elements ( )kijk , ( )kiik , ( )kjjk , ( )kijm , ( )kiim  i ( )kjjm , on el 
superíndex (k) indica el nombre de la iteració considerada. Portant a terme les multiplicacions 
PKTKPK i PKTMPK i a la condició que ( )1kijk
+  i ( )1kijm
+  han de ser zero, s’obtenen les dues 
equacions següents: 
( ) ( ) ( ) ( )1 0k k kii ij jjk k kα αγ γ+ + + =    (Eq.  5.36) 
( ) ( ) ( ) ( )1 0k k kii ij jjm m mα αγ γ+ + + =    (Eq.  5.37) 
Operant sobre les equacions anteriors,  
( )k
iik
x
γ = − ; 
( )k
jjk
x
α = −     (Eq.  5.38) 
on   
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 2
k k
k k k
ii jj
k kx sign k k k
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
   (Eq.  5.39) 
El mètode de solució Jacobí generalitzat s’utilitza en l’algorisme de resolució del subespai. El 
procés és anàleg al Jacobí estàndard, per tant, per al càlcul de la convergència s’utilitzen 
també equacions similars. 
Comparació de les aproximacions dels valors propis consecutius. 
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λ λ
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+= =      (Eq.  5.40) 
Comprovar que els elements de fora de la diagonal són suficientment petits. 
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  all i,j; i < j  (Eq.  5.41) 
5.4. El mètode de la iteració en el subespai 
Un dels mètodes més efectius, àmpliament utilitzats al camp de l’enginyeria, per a resoldre el 
problema dels valors i vectors propis és el de la iteració en el subespai. Aquesta tècnica és 
particularment interessant quan es volen calcular pocs valors i vectors propis d’un sistema 
gran. Aquest mètode consisteix en les següents passes [4]: 
 
1. Establir q vectors inicials d’iteració, q > p, on p és el nombre de valors i vectors propis 
que es desitja calcular. 
2. Utilitzar simultàniament la iteració inversa i el mètode Jacobí per a extreure el millor 
valor propi dels vectors inicials q. 
3. Un cop s’arriba a la convergència, utilitzar la seqüència Sturm check per verificar que 
els valors propis requerits han estat calculats. 
El mètode s’anomena així perquè és equivalent a iterar en un subespai q-dimensional. La 
selecció dels vectors inicials és un pas molt important dels procés. És un mètode molt robust. 
5.4.1. Consideracions preliminars 
L’objectiu bàsic és resoldre els p valors propis menors i els corresponents vectors propis, 
satisfent 
K Mφ φ= Λ          (Eq.  5.42) 
on Λ = diag(λi) i Φ = [Φ1,..., Φp]. 
La idea essencial del mètode del subespai utilitza la propietat que els vectors propis de (Eq. 
5.43) formen una base M-ortonormal dels subespais menys dominants de les matrius K i M, 
que anomenarem E∞ . La solució de la iteració amb p vectors linealment independents es 
pot considerar com una iteració en un subespai. Els vectors inicials representen E1, i la 
iteració continua fins que s’arriba a E∞  amb la suficient precisió. El fet que la iteració es 
produeixi sobre un subespai comporta algunes conseqüències importants. El nombre total 
d’iteracions dependrà en com de proper és E1 a E∞  i no en com de proper és cada vector 
iteració sobre el vector propi.  Per tant, la efectivitat de l’algoritme recau en que és més 
senzill establir un subespai p-dimensional proper a E∞  que trobar p vectors cadascun dels 
quals ha de ser proper al vector propi. A més, com la iteració es duu a terme amb un 
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subespai, la convergència del subespai, i no la de cada vector d’iteració, és tot el que es 
requereix per a la convergència total. 
5.4.2. Vectors inicials d’iteració 
El primer pas del mètode és seleccionar els vectors inicials d’iteració X1. Com s’ha dit 
anteriorment, d’ells dependrà la convergència de la iteració. La iteració del subespai pot 
convergir en un pas si K i M són diagonals. 
En l’anàlisi general és molt important escollir vectors d’iteració inicials efectius. Els vectors 
d’iteració s’han de construir de manera que es prioritzi els graus de llibertat on hi hagi molt 
axil (mii gran) i poca rigidesa (kii petit). 
L’algorisme per a la construcció [4] podria ser el següent: 
La primera columna de M·X1 és simplement la diagonal de M. La resta de columnes, 
excepte la última, seran vectors unitaris de valor +1 en el grau de llibertat amb el 
menor rati kii/mii. La última columna és un vector aleatori. 
Aquest subespai serà només una aproximació al requerit, denotat per E∞ . En canvi, com 
més s’assembli  M·X1 a la forma descrita per l’algorisme, menys iteracions faran falta per 
arribar a la convergència. A la pràctica, el nombre d’iteracions dependrà de les matrius K i M, 
del nombre de valors propis que es pretén calcular i de la precisió exigida. 
Com a alternativa a aquest mètode, es pot aplicar el procediment de Lanczos per generar els 
vectors inicials i desprès procedir amb les iteracions del mètode del subespai. 
5.4.3. Iteració en el subespai 
El següent algorisme, que anomeno Iteració en el Subespai, busca una base ortogonal dels 
vectors a Ek+1 i també calcula en un pas els vectors propis quan Ek+1 convergeix a E∞ . 
Per k = 1,2..., iterar des de Ek fins Ek+1: 
1k kKx Mx+ =           (Eq.  5.43) 
Buscar les projeccions de K i M a Ek+1: 
1 1 1
T
k k kK x Kx+ + +=         (Eq.  5.44) 
1 1 1
T
k k kM x Mx+ + +=         (Eq.  5.45) 
Resoldre el problema de valors i vectors propis de les matrius projectades: 
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1 1 1 1 1k k k k kK Q M Q+ + + + += Λ         (Eq.  5.46) 
Buscar una aproximació millorada dels vectors propis 
                 1 1 1k k kX X Q+ + +=       (Eq.  5.47) 
Aleshores, sempre que els vectors X no siguin ortogonals a un dels vectors requerits, tindrem 
1 1k ki X amb kφ+ +Λ → Λ → → ∞        (Eq.  5.48) 
En la iteració del subespai, hi ha implícit que els vectors d’iteració siguin ordenats de manera 
adequada. 
5.4.4. Convergència 
Com a la resta de mètodes també s’ha de mesurar la convergència. En aquest cas, assumint 
que en la iteració k els valors propis aproximats λi, i = 1,...,p, han estat calculats, la 
convergència serà assolida quan es compleixi la relació següent. 
( ) ( )1k k
i i tolλ λ −− ≤   per a tot valor de  i = 1,...,p  (Eq.  5.49) 
on 
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i el valor de tol = 10-2s per a calcular els valors propis amb una precisió de 2·s dígits. Per 
exemple, iterant fins que tots els marges són menors que 10-4, trobem que, λp s’ha aproximat 
com a mínim amb quatre dígits de precisió, i els valors més petits usualment s’hauran 
avaluat amb una precisió major. Es pot observar que la iteració es duu a terme amb q 
vectors (q>p), però la convergència només es mesura en les aproximacions obtingudes per 
als p valors més petits. 
Un altre punt important quan utilitzem la tècnica de la iteració en el subespai és verificar que, 
en realitat, els valors i vectors propis demanats han estat calculats i que la relació (Eq. 5.43) 
es verificada per qualsevol parell de valor i vector propi. Aquesta verificació és l’últim pas de 
la iteració en el subespai. 
Una vegada la tolerància en (Eq. 5.49) és satisfeta, es pot estar segur que els valors propis 
més petits i els corresponents vectors propis han estat calculats. Per a comprovar-ho 
s’utilitza la propietat Sturm sequence del polinomi característic del problema KΦ = λMΦ 
sobre un shift μ, on μ es justament un valor una mica superior a l’últim valor propi (λp) 
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calculat. La propietat de la Sturm sequence (4.2.7) assegura que en la factorització 
Gaussiana de K-μM en LDLT, el nombre d’elements negatius de D és igual al nombre de 
valors propis menors que μ. Aleshores, per al cas considerat, s’haurien de tenir p elements 
negatius a D. S’ha de tenir en compte, que per a aplicar correctament la seqüència Sturm, 
s’ha d’utilitzar el valor μ tenint en compte el fet que s’han calculat aproximacions dels valors 
propis exactes. 
La robustesa del mètode permet assegurar que l’algorisme subespai convergeix de manera 
efectiva en la immensa majoria dels casos. En canvi, la velocitat de convergència no està 
garantida en cap cas, de manera que s’ha de posar límit al nombre d’iteracions que se li 
permet fer a l’algorisme. 
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6. Estructura del projecte 
Amb la intenció de resumir tots els punts que s’han desenvolupat fins ara en els capítols 4 i 
5, i de situar-los en el lloc correcte dins el present projecte, tot seguit es mostren una sèrie de 
diagrames i breus explicacions que comencen des de la vessant més global del programa i 
van essent cada cop més concretes fins a tractar de forma clara els punts clau d’aquest 
capítol. 
6.1. Estructura global del projecte 
De manera anàloga a la majoria de programes de càlcul matricial de barres existents en el 
mercat, l’aplicació Estruwin3D està composada per tres grans mòduls o subprogrames: el 
mòdul de preprocés, el mòdul de càlcul i el mòdul de postprocés. La cronologia d’execució i 
els arxius implicats en el funcionament de la globalitat del programa es mostren a la figura 
6.1. 
 
Fig. 6.1 Diagrama global de l’estructura operativa de l’aplicació 
Mòdul de preprocés: El preprocés és el primer subprograma que s’executa. És on 
s’introdueix el model de l’estructura juntament amb les restriccions i sol·licitacions a què està 
sotmesa. Finalitzat el procés d’introducció de dades, aquestes es transfereixen al mòdul de 
càlcul per mitjà del fitxer seqüencial de text Data.geo. 
Mòdul de càlcul: El mòdul de càlcul adquireix les dades del model i obté la solució nodal del 
sistema modelitzat, constituïda, en aquest projecte, pels desplaçaments o modes de 
vinclament i els factors de càrrega de vinclament. Els resultats es transfereixen al postprocés 
mitjançant el fitxer DataRes.res. 
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Mòdul de postprocés: El mòdul de postprocés obté una solució a partir de la lectura de 
DataRes.res i Data.geo, calcula la solució interelemental a partir dels resultats nodals –en 
una sèrie de punts intermedis de les barres– i transmet a l’usuari els resultats obtinguts. La 
representació directa és de forma gràfica, tot i que també s’ofereix la possibilitat de detallar 
els resultats en un fitxer de text. 
6.2. Estructura global del Mòdul de Càlcul 
La possibilitat d’efectuar un càlcul lineal o no lineal no es desenvoluparà, doncs no ha 
format part del treball d’aquest projecte sinó d’anteriors [1] i [2], i ens centrarem en els passos 
que s’efectuen alhora de realitzar un anàlisi de vinclament. 
 
Fig. 6.2 Diagrama general de l’estructuració del mòdul de càlcul 
El primer que s’activa al iniciar-se el mòdul és el menú amb les preferències de càlcul (Figura 
6.3), on cal especificar que el tipus de càlcul serà una anàlisi lineal de vinclament i el valor de 
determinats paràmetres. 
Un cop determinats els valors desitjats dins del formulari de Mòdul de Càlcul (els quals són 
tractats de manera més amplia en l’apartat 6.4) n’hi ha prou amb prémer el botó CALCULAR 
(Figura 6.3) per a que s’iniciï el càlcul. Com es tracta d’un anàlisi de vinclament, el programa 
primer efectua un anàlisi lineal per a conèixer l’estat tensional de l’estructura, condició 
indispensable per a l’anàlisi de modes de vinclament. A continuació de l’anàlisi lineal, s’inicia 
el procés de càlcul dels modes i factors de vinclament mitjançant el mètode de la iteració en 
el subespai (Veure apartat 6.3.1). 
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Fig. 6.3 Menú del Mòdul de càlcul per a l’opció de càlcul de modes de vinclament. L’usuari 
determina les condicions de càlcul i pot observar-ne l’evolució. 
Durant tot aquest procés l’usuari estarà informat de l’estat de càrrega i la iteració en curs a 
través de finestra de text del Mòdul de Càlcul (Figura 6.4). Si es finalitza el càlcul amb èxit, 
serà notificat en la mateixa finestra i se li permetrà prémer el botó ACCEPTAR, que el 
conduirà al mòdul de postprocés. 
 
Fig. 6.4 Informació que apareix en la finestra de text del Mòdul de Càlcul per a indicar que el 
càlcul s’ha realitzat amb èxit. 
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6.3. Estructura del càlcul de modes de vinclament 
El més interessant del Mòdul de càlcul és el que succeeix un cop l’usuari prem CALCULAR, i 
és per això que tot seguit es desenvolupa: 
Les dades d’entrada necessàries per a iniciar el càlcul són el fitxer de transferència Data.geo 
(que inclou informació sobre la geometria, propietats dels materials, seccions i càrregues 
aplicades) i els paràmetres de control fixats en el Mòdul de Càlcul. Amb aquestes dades 
conegudes i guardades es pot procedir al càlcul de la següent manera (Veure Fig.6.5): 
1. Efectuar un càlcul lineal sobre la geometria per a trobar el valor de l’esforç axil Ne en 
totes les barres. En cas que s’hagi definit més d’una acció en el mòdul de preprocés, 
l’usuari serà advertit que els modes de vinclament es calcularan amb la primera 
acció. 
 
2. Calcular la matriu de rigidesa geomètrica local [Mel] per a cada element de 
l’estructura En funció dels nodes ens trobem amb quatre casos diferents. 
 
1.er CAS ELEMENT DOBLEMENT ENCASTAT – Node 1 encastat, node 2 encastat: 
[ ]
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2.on CAS ELEMENT ENCASTAT-ARTICULAT – Node 1 encastat, node 2 articulat: 
[ ]
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On els factors A i B valen: 
A = 0,2194 
B = 1,2194 
 
3.er CAS ELEMENT ARTICULAT-ENCASTAT – Node 1 articulat, node 2 encastat: 
[ ]
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On els factors A i B valen: 
A = 0,2194 
B = 1,2194 
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4.rt CAS ELEMENT BIARTICULAT – Node 1 articulat, node 2 articulat: 
 [ ] 0 ( , )elM i j= ∀  
  
La rigidesa global d’un element biarticulat no es veu afectada per la matriu de rigidesa 
geomètrica. 
 
Aquestes matrius estan deduïdes segons el mètode desenvolupat en el llibre d’en 
Fornons [6] i es poden trobar en els annexes A i B. Una dada indispensable per al 
càlcul d’aquestes matrius és l’esforç axil Ne associat a cada element. 
 
3. En aquest pas s’utilitza la matriu de rotació elemental [Mrot] calculada durant l’anàlisi 
lineal per a transformar les matrius de rigidesa geomètriques locals [Mel] en globals 
[Meg]. Es recorda que els vectors directors corresponents als eixos locals es 
construeixen a partir de les coordenades del node inicial (x0,y0,z0), les coordenades 
del node final (x1,y1,z1) i l’angle d’orientació α propi de cada barra. 
 
Aleshores, per a cada element: 
[Meg] = [Mrot]T · [Mel] · [Mrot] 
 
4. Com que la matriu de rigidesa [KG] ja s’ha obtingut durant l’anàlisi lineal, es procedeix 
a encadellar les matrius de rigidesa geomètriques elementals globals per obtenir la 
matriu de rigidesa geomètrica global [MG] de l’estructura. 
Dimensió de la matriu [MG] = Nombre de nodes · 6 
De forma conceptual, la metodologia mitjançant la qual es realitza l’encadellat de les 
matrius de rigidesa geomètrica elemental queda detallada en el següent algorisme: 
 
Es té i=N1·6 ; j=N2·6 
 
Algorisme ‘Encadellar’ 
‘Quadrant superior esquerre 
Per p=1 fins a 6 
Per q=1 fins 6 
M(i+p,i+q)=M’(p,q) 
FiPer 
FiPer 
‘Quadrant inferior dret 
Per p=1 fins a 6 
Per q=1 fins 6 
M(j+p,j+q)=M’(6+p,6+q) 
FiPer 
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FiPer 
‘Quadrant superior dret 
Per p=1 fins a 6 
Per q=1 fins 6 
M(i+p,i+q)=M’(p,q) 
FiPer 
FiPer 
‘Quadrant inferior esquerre 
Per p=1 fins a 6 
Per q=1 fins 6 
M(i+p,i+q)=M’(p,q) 
FiPer 
FiPer 
 
5. A partir dels graus de llibertat coaccionats de l’estructura es procedeix a construir la 
Matriu de rigidesa reduïda [KGr] i la Matriu de rigidesa geomètrica reduïda [MGr]. Per 
a construir-les s’eliminen les files i columnes corresponents als graus de llibertat 
coaccionats.  
Les files i columnes eliminades, són emmagatzemades en una variable auxiliar. Un 
cop finalitzat càlcul mitjançant el tractament de les matrius reduïdes, aquestes s’han 
de reconstruir fins a la seva dimensió original 
 
6. Un cop conegudes les matrius [KGr] i [MGr] es procedeix a la solució del problema de 
valors i vectors propis generalitzat [ ][ ] { }[ ][ ]Gr r r Gr rK MλΦ = Φ  mitjançant el 
“mètode de la iteració en el subespai”. Els resultats de sortida d’aquest procés 
(que es detalla a l’apartat 6.3.1) són el nombre de valors propis seleccionats a les 
dades de partida {λ}r i els corresponents vectors propis [Φ]r. 
 
7. Un cop calculats el valors propis {λ}r i vectors propis [Φ]r solució del problema 
anterior, cal transformar novament la matriu de vectors propis a la dimensió inicial del 
problema. Això és necessari perquè prèviament s’havien eliminat les files i columnes 
corresponents a les restriccions nodals. 
 
8. Abans d’escriure els resultats de transferència, cal preparar l’arxiu ‘Data.Geo’ antic de 
manera que concordi amb l’arxiu ‘DataRes.Res’ que escriurem en el proper pas. El 
nou arxiu ‘Data.geo’ contindrà tantes accions com valors propis calculats. Així es 
podrà guardar cada vector propi com si fossin els desplaçaments nodals generats per 
cadascuna de les accions en el càlcul lineal. 
 
9. La matriu que conté els valors propis en la seva diagonal [λ]r i la matriu de vectors 
propis [Φ]r són les úniques dades resultants del càlcul de modes de vinclament que 
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cal transferir al mòdul de postprocés. El mòdul de càlcul les emmagatzema de forma 
automàtica al fitxer seqüencial de text ‘DataRes.Res’, substituint-les, respectivament, 
per la matriu de l’estat tensional segons els eixos locals i la matriu de desplaçaments 
nodals calculades en l’anàlisi lineal. En iniciar el mòdul de postprocés es carreguen 
de forma automàtica. 
 
Fig. 6.5 Diagrama del procediment del càlcul de vinclament 
6.3.1. Mètode de la iteració en el subespai 
Tot  i que les bases teòriques del mètode han estat desenvolupades en un capítol anterior, 
en aquest apartat es desenvoluparà la estructura de el “mètode de la iteració en el subespai” 
dintre d’Estruwin3D. La funció dissenyada per a calcular els modes de vinclament, i integrada 
dins el mòdul de càlcul, s’anomena “CalculaSSpace”. Aquesta funció es troba, junt amb la 
resta de codi nou implementat sobre Estruwin 3D, en l’annex I del present projecte. 
Dades d’entrada: 
- Matriu [KGr] Æ Matriu de Rigidesa Global reduïda 
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- Matriu [MGr] Æ Matriu de Rigidesa Geomètrica Global Reduïda 
- Paràmetres de control del càlcul de modes de vinclament 
- Dimensió de les matrius  [KGr] i [MGr] Æ n 
Procediment (Figura 6.6): 
1. Inicialitzar totes les variables auxiliars del càlcul i definir el shift inicial. En aquest 
primer punt es dimensionen totes les variables de treball que seran utilitzades en la 
funció. A més a més, es defineix el valor del shift inicial que és igual al valor de la 
variable de control corresponent. 
2. Establir la matriu de vectors inicials d’iteració. Per a construir dita matriu, s’utilitza la 
estratègia descrita en l’apartat 5.4.2. El nombre de vectors, columnes de la matriu 
[Xk], és igual al nombre de valors propis desitjats més quatre, mentre que el nombre 
de files de la matriu és el rang de la matriu [KGr]. 
3. Efectuar el shift inicial sobre la matriu [KGr]. Es procedeix de la manera descrita en 
l’apartat 4.2.3. de manera que sent μ el valor del shift: 
[KGr] = [KGr] – μ · [KGr] 
4. Un dels modes de resolució del sistema especificats en el pas 8 (més endavant), ha 
estat escollit prèviament per l’usuari. Aquesta dada forma part dels paràmetres de 
control. El programa pot efectuar dues operacions diferents: 
Descomposició LU Æ Calcular la descomposició LU de la matriu [KGr] 
Inversió Directa Æ Calcular la inversa de la matriu [KGr] 
5. Si el shift és diferent de zero s’aplica la propietat Sturm Sequence per comptar el 
nombre de valors propis que hi ha per sota del valor del shift. 
6. Un cop efectuats tots aquests passos es dona pas al bucle de la iteració en el 
subespai (passos 6 a 17). La iteració s’inicia amb valor k = 1, cada cop que es torna a 
el inici del bucle, s’incrementa k en una unitat. 
7. Formar [Fk] = [MGr] · [Xk] i escalar el resultat [Fk] amb els valors propis de la iteració 
anterior [λk-1]. Si es tracta de la primera iteració, [Xk] serà la matriu de vectors inicials 
d’iteració; en cas contrari, [Xk] serà la matriu de vectors propis aproximats resultant 
de la iteració anterior. La dimensió de la matriu [Fk] és igual a (n x n) · (n x nvectors) = (n 
x nvectors). Un cop conegut [Fk] s’escala el valor de cada columna amb el valor de 
l’últim valor propi λk-1 associat a aquesta. 
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8. Resoldre [Xk+1] mitjançant el sistema Æ [KGr] · [Xk+1] = [Fk]. Segons el valor del 
paràmetre de control corresponent, el programa pot efectuar dues operacions 
diferents: 
Descomposició LU Æ La matriu [KGr] ja es troba descomposta en la forma LU, 
per tant és triangular superior. Simplement s’aplica la substitució inversa 
sobre [KGr] tants cops com columnes té [Fk]. Cada cop que efectuem una 
substitució inversa es troba el valor d’una columna de la matriu [Xk+1]. 
Inversió Directa Æ Es calcula  [Xk+1] de la manera següent:     [Xk+1] = [KGr]-1 · 
[Fk]. 
9. S’escalen els vectors de [Xk+1] amb el factor (λk-1 – shift) / λk-1 associat a cadascun 
dels valors propis de la iteració anterior. 
10. Definir les matrius del subespai [KE+1] i [ME+1] a partir de la projecció dels vectors 
propis [Xk+1] resultant de la iteració anterior. 
[KE+1] = [Xk+1]T · [KGr] · [Xk+1] 
[ME+1] = [Xk+1]T · [MGr] · [Xk+1] 
11. Ajustar les matrius [KE+1] i [ME+1] amb el valor del shift. 
[KE+1] = [KE+1] – μ · [KE+1] 
12. Computar els valors [λk] i vectors propis [Φk] del sistema [KE+1] · [Φk] = [λk] · [ME+1] · 
[Φk]. En aquest punt, l’algorisme iteració en el subespai crida una funció que resol un 
problema de valors i vectors propis generalitzat qualsevol. Aquesta funció és 
desenvolupada en el següent apartat (6.3.2). 
13. Quan surten de l’algorisme de càlcul, els valors propis no tenen per que fer-ho de 
manera ordenada. En canvi, l’algorisme d’iteració en el subespai en requereix una 
ordenació determinada. Per tant, en aquest punt s’ordenen els valors propis [λk] de 
menor a major. Els vectors propis [Φk] també s’ordenen, de manera que el primer 
correspon al valor propi més baix, i així successivament. 
14. Calcular els vectors propis aproximats. Com s’explica en la teoria, després de cada 
iteració s’obté una aproximació millorada de [Xk+1]  que correspon a efectuar la 
següent operació: [Xk+1] = [Φk] · [Xk+1]. En aquest punt també s’aprofita per 
ortonormalitzar la matriu de vectors propis aproximats [Xk+1]. 
15. Comptar el nombre de valors propis negatius que hi ha en la matriu de valors propis 
actual. Aquest pas serà important a l’hora de comprovar la convergència, ja que els 
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modes de valor propi negatiu no interessen, i per tant no es requereix la seva 
convergència. 
Si k > 1, comprovar la convergència. Hi ha convergència quan es compleix (Eq. 5.50), 
és a dir: ( ) ( )1k ki i tolλ λ −− ≤  per a tot valor de  i = 1,...,p. On tol és igual a la sigma de 
convergència. 
16. Si el mètode no ha convergit, cal actualitzar les dades per a la següent iteració ([λk-1] 
= [λk])  i tornar al punt 6. Si l’algorisme ha convergit es passa al punt 17. 
17. Fer shift per sobre de l’últim valor propi  calculat i efectuar una nova comprovació 
Sturm Sequence. Si el nombre d’elements negatius de D és igual al nombre de valors 
propis requerit menys el nombre de valors propis negatius, l’algorisme haurà 
convergit correctament. 
18. Finalment, en cas que s’hagi aplicat, es desfà el shift inicial. És a dir, es suma el valor 
μ del shift a la matriu de valors propis [λr] per a tornar a tenir els valors propis del 
problema original. La matriu de vectors propis [Φr] és la última aproximació de la 
matriu de vectors d’iteració [Xk+1]. 
Dades de sortida: 
- Valors propis [λr] i vectors propis [Φr] del sistema [KGr] · [Φ] = [λ] · [MGr] · [Φ] 
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Fig. 6.6 Diagrama del procediment de la funció CalculaSubEspai 
6.3.2. Mètode de Jacobí 
Com s’ha citat anteriorment, el mètode Jacobí per al cas generalitzat s’utilitza internament en 
l’algorisme d’iteració en el subespai. L’algorisme Jacobí s’encarrega de la resolució del 
problema de valors i vectors propis reduït que es duu a terme en cada iteració del subespai. 
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La funció dissenyada per a resoldre el problema, i integrada dins el mòdul de càlcul, 
s’anomena “JacobíGeneralitzat”. 
Dades d’entrada: 
- Matriu [KE+1] 
- Matriu [ME+1] 
- Dimensió de les matrius (n). 
- Nombre màxim d’iteracions permès 
- Tolerància dels valors propis 
Procediment (Figura 6.7): 
1. Inicialitzar les matrius de valors i vectors propis. 
2. Inicialitzar comptador d’iteracions l i començar la primera (punts 3-9). 
3. Actualitzar el valor ombra de la iteració (tol = 10-2·NºIteració). 
4. Efectuar una escombrada, utilitzant l’estratègia del valor ombra, per tots els 
elements de la part triangular superior de les matrius [KE+1] i [ME+1]. Per a cada 
element kij:  
- Comprovar si el valor dels factors 
( )( )
( ) ( )
1
2 2l
ij
l l
ii jj
k
k k
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
i  
( )( )
( ) ( )
1
2 2l
ij
l l
ii jj
m
m m
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
és superior al 
valor ombra de la iteració.  
- En cas afirmatiu, construir una matriu de rotació [Pk] de la forma (Eq. 5.36) 
amb els valors (i , j) de l’element actual i actualitzar el valor de [KE+1] i [ME+1] 
de la forma següent: 
[KE+1] = [Pk]T · [KE+1] · [Pk] 
[ME+1] = [Pk]T · [ME+1] · [Pk] 
  També s’ha de procedir a actualitzar la matriu de vectors propis: 
   [Φ] = [Pk] · [Φ] 
5. Comprovar convergència del mètode Jacobí amb l’expressió (5.33). 
6. Actualitzar els valors propis (λi = kii / mii  per i = 1 ... n) després de cada iteració 
per obtenir la matriu de valors propis [λk]. 
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7. Emmagatzemar [KE+1] i [ME+1] de la iteració actual en variables auxiliars per a 
comprovar la convergència en la propera. 
8. Si el mètode convergeix, verificar que tots els valors de fora de la diagonal son 
suficientment petits (5.34). 
9. Mentre no es donin les condicions necessàries per finalitzar el càlcul (complir 
5.33 i 5.34 o arribar al màxim d’iteracions permeses) passar a la següent iteració 
(punt 3). 
10. Un cop s’assoleixi la convergència o el nombre màxim d’iteracions, retornar els 
resultats a l’algorisme subespai ([λk] i [Φk]). 
Dades de sortida: 
- Valors propis [λk] i vectors propis [Φk] del problema [KE+1] · [Φk] = [λk] · [ME+1] 
· [Φk]. 
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Fig. 6.7 Diagrama del procediment de la funció “JacobíGeneralitzat” 
6.4. Paràmetres de control del càlcul de modes de vinclament 
Quan l’usuari d’ Estruwin3D es disposi a realitzar el càlcul de modes de vinclament del seu 
model, es trobarà amb la possibilitat de modificar certs paràmetres que poden millorar la 
rapidesa i precisió del càlcul, així com resoldre problemes de convergència. Aquests 
paràmetres, integrats dins del mòdul de càlcul són: 
6.4.1. Paràmetres convergència SubSpace: 
• Nombre de modes de vinclament. Nombre de modes de vinclament que es desitja que 
calculi el programa. En el cas que existissin modes amb valor propi associat menor de 0, 
Pàg. 48  Memòria 
 
aquests no es mostrarien com a resultats. Un missatge d’avís deixaria constància d’aquest 
fet en la finestra de text. 
• Sigma convergència. Valor que fixa la diferència màxima permesa entre la entre els valors 
propis de l’estructura i els calculats per a considerar assolida la convergència. 
• Màxim nombre d’iteracions. En el cas que el sistema no convergeixi, s’estableix un límit 
d’iteracions a partir del qual el procés s’atura. Cal tenir en compte que en cas d’ arribar a la 
última iteració no tots els valors i vector propis estaran calculats amb la precisió fixada 
prèviament. 
• Shift inicial. Serveix per a calcular modes de vinclament amb un valor propi superior al valor 
del paràmetre. A priori serveix per a fer convergir valors propis elevats amb una velocitat 
superior a si calculéssim tots els valors propis entremitjos. 
6.4.2. Paràmetres convergència Jacobí: 
• Sigma de convergència. Igual que en el cas anterior, és el valor que fixa la diferència 
màxima permesa entre els valors propis de la matriu projectada i els calculats per a 
considerar assolida la convergència (Eq. 5.41). En aquest cas el paràmetre sigma té una 
doble funció, ja que també s’utilitza com a llindar per a considerar zero un valor de fora de la 
diagonal de la matriu (Eq. 5.42). Es recomana fortament deixar aquest paràmetre en el seu 
valor per defecte (Veure 5.3) per evitar variacions significatives del temps de càlcul o 
problemes de convergència.  
6.4.3. Mètode de resolució del sistema [K]·[X] = [F]  (Pas 8 de l’algorisme de 
càlcul SubSpace): 
• Descomposició LU de [K]. El programa redueix la matriu [K] a la forma triangular superior 
mitjançant el procediment de descomposició LU i soluciona el problema aplicant la 
substitució inversa. Com que [F] no és un vector, sinó una matriu quadrada de rang n 
apliquem el procediment de substitució tants cops com rang tingui la matriu [F]. En general 
aquest mètode és més ràpid que el de la inversió directa, sobretot per a rangs elevats de la 
matriu [K]. 
• Inversió directa de [K]. El programa realitza una inversió directa de la matriu [K]. Aquest 
procés és especialment costós per a casos on el rang de la matriu de rigidesa sigui elevat, 
resultant en temps de càlcul alts. 
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7. Exemples de càlcul 
Tot seguit s’exposen un seguit d’exemples de naturalesa ben diferent amb la intenció de 
demostrar les possibilitats del mètode, així com el seu nivell de precisió. 
Aquesta col·lecció inclou des de geometries senzilles bidimensionals fins a casos 
tridimensionals, que requereixen generalment de més potència de càlcul (degut a la 
existència de més graus de llibertat). A més com que s’utilitza un procés iteratiu, el temps 
d’anàlisi variarà significativament en funció dels modes requerits. 
Cada exemple inclou un petit esquema de la geometria modelitzada i la informació bàsica 
per a el seu seguiment. En cada cas es comenta el interès o raó per la qual s’ha afegit tal 
exemple a la col·lecció així com les conclusions o comentaris que se’n poden extreure. Els 
resultats obtinguts amb Estruwin 3D sempre es comparen amb els que genera ANSYS i/o 
amb patrons teòrics per a poder valorar el grau de precisió de l’aplicació. 
Alguns dels exemples ja es van treballar en el càlcul no lineal. 
Tot i que en algun exemple s’inclouen figures amb els modes de vinclament, en l’annex C hi 
ha la representació gràfica de tots els modes corresponents a la col·lecció d’exemples, tant 
els generats per Estruwin3D com els d’ANSYS. 
En l’annex F es poden trobar els arxius Data.geo corresponents a cadascun dels exemples 
d’aquesta col·lecció. 
7.1. Barra biarticulada sotmesa a compressió 
L’esquema més simple que es pot analitzar és el d’una barra biarticulada sotmesa a 
compressió. 
 
Fig. 7.1 Esquema de la geometria i principals paràmetres necessaris per a l’estudi. 
En el cas d’una barra biarticulada perfectament recta, el valor de la càrrega crítica és: 
 
2 2
2crit
n EIP
L
π=  on n = número de mode  (Eq.  7.1) 
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Realitzant l’estudi amb els següents paràmetres geomètrics, 
E = 210.000 N/mm2 (Acer) 
I = 67,5·107 mm4 (secció 300x300 mm) 
L = 10 m 
s’obté:  n = 1  Pcrit = 13.990,16 kN. 
  n = 2  Pcrit = 55.960,66 kN. 
  n = 3  Pcrit = 125.911,47 kN. 
En aquest exemple, s’efectuaran tres anàlisi per a posar de manifest l’efectivitat del 
programa i provar que la càrrega crítica de vinclament calculada per Estruwin i la teòrica són 
gairebé iguals.  
 Patró 1 Æ Força de compressió igual al 50% de la Pcrit menor. 
 Patró 2 Æ Força de compressió igual al 90% de la Pcrit menor. 
 Patró 3 Æ Força de compressió igual a Pcrit menor. 
Per introduir la geometria Un cop realitzats els anàlisis per als patrons de càrregues 
establerts, els resultats obtinguts han estat els següents: 
 
Factor de vinclament 
Patró 1 Patró 2 Patró 3 Mode 
Estruwin 3D Estruwin 3D Estruwin 3D 
1 2 1.11111 1 
2 2 1.11111 1 
3 8.00011 4.44445 4.00005 
4 8.00011 4.44445 4.00005 
5 18.0012 10.00064 9.00061 
6 18.0012 10.00064 9.00061 
Taula 7.1 Factors elàstics de vinclament generats per Estruwin3D. 
Els factors de vinclament repetits apareixen perquè les inèrcies en els dos eixos són iguals 
(secció quadrada). A continuació es calculen les càrregues crítiques de la següent manera: 
Càrrega crítica (N) = Factor de vinclament · Patró de càrrega (N) 
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Els resultats obtinguts amb els factors d’Estruwin són els següents: 
 
Càrrega crítica de vinclament (kN) 
Mode 
Patró 1 Patró 2 Patró 3 Teòric 
1 13990.16 13990.15 13990.16 13990.16 
2 13990.16 13990.15 13990.16 13990.16 
3 55961.42 55960.72 55961.35 55960.66 
4 55961.42 55960.72 55961.35 55960.66 
5 125919.8 125919.5 125920.0 125911.47 
6 125919.8 125919.5 125920.0 125911.47 
Taula 7.2 Comparativa entre les càrregues crítiques de vinclament per els diferents patrons 
de càrrega i el valor teòric. 
Els resultats obtinguts mitjançant Estruwin3D són pràcticament iguals als teòrics (l’error 
relatiu màxim és del 0,006%). 
7.2. Barra encastada-lliure sotmesa a compressió 
El plantejament és molt senzill: consisteix en definir una barra vertical encastada en el seu 
extrem inferior i lliure en el superior. Si s’aplica una càrrega P de compressió igual a la unitat 
(patró de càrrega unitari) en l’extrem lliure el valor del factor elàstic de vinclament calculat (en 
el primer mode) correspondrà a la càrrega crítica. 
 
Fig. 7.2  Esquema de l’estructura 
 
Paràmetres geomètrics: 
E = 210.000 N/mm2 (Acer)  I = 67,5·107  mm4 (secció 300x300 mm) 
L = 10 m 
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Recordem que la càrrega crítica per a aquest cas concret és: 
2
2 3497,544crit
EIP kN
L
π= =       (Eq.  7.2) 
Un cop realitzat l’anàlisi per al patró de càrregues establert, els resultat obtinguts han estat 
els següents: 
Càrrega elàstica de vinclament (kN) 
Mode 
Estruwin 3D ANSYS 
1 3497,54 3497,55 
2 3497,54 3497,55 
3 31480 31480 
4 31480 31480 
5 87483 87483 
6 87483 87483 
Taula 7.3 Comparativa entre les càrregues elàstiques de vinclament generades per Estruwin 
3D i les d’ANSYS. 
Els factors de vinclament repetits corresponen al vinclament en el pla. Es pot observar com 
l’error obtingut respecte a la càrrega crítica en el primer mode és menor al 0,001%. Per altra 
banda, al comparar els nostres valors amb els d’ANSYS, observem que tots els modes 
donen els mateixos resultats, justificant la validesa dels resultats obtinguts. 
7.3. Anàlisi d’un pòrtic en 2D 
En aquest exemple es pretén analitzar el comportament d’un pòrtic de barres d’acer de dues 
plantes. S’efectuaran dos anàlisis: bases encastades o articulades. El primer pas per a 
resoldre aquest exemple és definir la geometria del pòrtic. Es facilita la solució obtinguda 
sense justificació. 
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Fig. 7.3 Dimensionament i cotes del pòrtic. 
 
Patró de càrrega 
Càrrega lineal sobre les bigues: Q = 50,25 kN/m 
Càrrega horitzontal: Nul·la (Exemple 7.5 té càrrega horitzontal) 
 
Fig. 7.4 Patrons de càrrega. 
Com que l’anàlisi serà en dues dimensions, s’han de restringir tots els graus de llibertat fora 
del pla del pòrtic (Estruwin té una comanda que ho fa automàticament). Un cop realitzats els 
anàlisis per al patró de càrregues establert, els resultats obtinguts han estat els següents: 
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Factor de vinclament 
Articulat Encastat Mode 
Estruwin 3D ANSYS Estruwin 3D ANSYS
1 5,2961 5,2961 20,373 20,373 
2 33,235 33,235 36,796 36,796 
3 40,760 40,760 70,682 70,683 
4 52,451 52,451 87,842 87,842 
5 88,779 88,779 103,54 103,54 
6 126,32 126,32 144,51 144,51 
Taula 7.4 Comparativa dels entre els factors elàstics de vinclament generats per Estruwin3D 
i els d’ANSYS. 
A continuació (Fig. 7.5) es mostra la forma del primer mode de vinclament per al cas 
articulat i resultats dels desplaçaments i rotacions (Taula 7.5) de cada node. Tot i no 
coincidir els valors d’ambdós programes, la solució obtinguda serà la correcte si la relació de 
valors guarda una proporció determinada (Valor ANSYS · factor de proporció = Valor 
Estruwin 3D). 
 
Estruwin 3D ANSYS 
  
Fig. 7.5 Comparació del primer mode de vinclament del patró A entre Estruwin3D/ANSYS 
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Taula 7.5 Comparativa entre Estruwin3D i ANSYS dels valors de desplaçament nodal sobre 
l’eix x i els girs nodals en el primer mode de vinclament. 
 
 
 
 
 
Fig. 7.6 Segon i tercer modes 
Els valors calculats per Estruwin3D i ANSYS són els mateixos, de manera que es verifica el 
correcte funcionament de l’aplicació per a pòrtics en 2D. Com era d’esperar el factor de 
vinclament en el cas articulat és sensiblement menor. El primer pòrtic (articulat) tendeix a la 
traslacionalitat, mentre que el segon (encastat) és intraslacional. 
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7.4. Anàlisi d’un sistema de barres en 3D 
Estruwin3D permet treballar amb estructures tridimensionals. Com que el procediment de 
càlcul de modes de vinclament implementat també ho permet, es considera interessant 
incloure exemples d’aquestes característiques. 
En aquest cas s’estudia una geometria senzilla tridimensional formada per tres trams 
ortogonals entre ells. Un extrem està encastat i en l’altre s’aplica una càrrega puntual de tal 
manera que provoqui esforços a compressió en l’element encastat. La geometria 
modelitzada es mostra en la figura 7.7. 
 
Fig. 7.7 Esquema i cotes del model analitzat 
S’ efectuen dos anàlisi per a diferents valors de F (500 kN i 1000 kN). 
 
Factor de vinclament 
F = 500 kN F = 1000 kN Mode 
Estruwin 3D ANSYS Estruwin 3D ANSYS 
1 3,3734 3,3734 1,6867 1,6867 
2 3,3734 3,3734 1,6867 1,6867 
3 30,363 30,363 15,181 15,181 
4 30,363 30,363 15,181 15,181 
5 84,378 84,378 42,189 42,189 
6 84,378 84,378 42,189 42,189 
Taula 7.6 Comparativa dels entre els factors elàstics de vinclament generats per Estruwin3D 
i els d’ANSYS. 
Es pot comprovar que l’error respecte al càlcul efectuat per ANSYS és nul, ja que 
Estruwin3D calcula exactament els mateixos factors de vinclament. Els factors de vinclament 
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repetits apareixen perquè les inèrcies del pilar son iguals en tots dos eixos (secció 
quadrada). 
A continuació es calculen les càrregues crítiques; els resultats obtinguts amb els factors 
d’Estruwin3D son els següents: 
 
Càrrega crítica de vinclament (kN) 
Mode 
Patró 1 Patró 2 
1 1686,7 1686,7 
2 1686,7 1686,7 
3 15181,5 15181,5 
4 15181,5 15181,5 
5 42189 42189 
6 42189 42189 
Taula 7.7 Comparativa entre les càrregues crítiques de vinclament per els diferents patrons 
de càrrega 
 
Estruwin 3D 
 
ANSYS 
 
Fig. 7.8 Comparació del primer mode de vinclament entre Estruwin3D/ANSYS 
Si comparem ambdós anàlisis observem que independentment del patró de càrrega, 
Estruwin és capaç de calcular els factors de vinclament correctes, tals que la càrrega crítica 
de vinclament sigui la real. 
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7.5. Anàlisi d’un pòrtic en 3D 
En aquest exemple es pretén analitzar el comportament d’un pòrtic d’acer de dues plantes. 
S’efectuaran dos anàlisis: patrons A i B amb les bases encastades. El primer pas per a 
resoldre aquest exemple és fer-ne el dimensionament. Es facilita la solució obtinguda sense 
justificació: 
Fig. 7.9 Dimensionament i cotes del pòrtic   Fig. 7.10 Patrons de càrrega. 
Aquesta estructura s’estudia sota l’acció de les següents càrregues: 
 
Patró A 
Càrrega lineal sobre les bigues: Q=10,00 kN/m 
Càrrega horitzontal: Nul·la  
Patró B 
Càrrega lineal sobre les bigues: Q=10,00 kN/m 
Càrrega horitzontal: F = 5 kN en planta superior i  F = 10 kN en planta 
inferior. 
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Un cop realitzats els anàlisis per als patrons de càrregues establerts, els resultats obtinguts 
han estat els següents: 
Factor de vinclament 
Patró A Patró B Mode 
Estruwin 3D ANSYS Error relatiuEstruwin 3D ANSYS Error relatiu
1 3,3175 3,3472 0,89% 2,9436 2,9695 0,87% 
2 4,8160 4,8160 0,00% 4,8639 4,8647 0,01% 
3 28,168 28,312 0,51% 21,294 21,402 0,50% 
4 33,702 33,705 0,01% 31,594 31,609 0,04% 
5 36,165 36,204 0,10% 38,224 38,252 0,07% 
6 99,634 99,731 0,09% 84,195 84,085 0,13% 
Taula 7.8 Comparativa dels entre els factors elàstics de vinclament generats per Estruwin3D 
i els d’ANSYS. 
L’error relatiu màxim corresponen a 0,89% i 0,87% (ambdós casos <1%) que es dins el 
marge admissible per a la aplicació. 
A continuació (Fig. 7.11) es mostra la forma del primer mode de vinclament per al patró A i 
resultats de desplaçaments sobre l’eix z (Taula 7.10) i rotacions sobre l’eix y (Taula 7.11) de 
cada node. Tot i no coincidir els valors d’ambdós programes, la solució obtinguda serà la 
correcte si la relació de valors guarda una proporció determinada (Valor ANSYS · factor de 
proporció = Valor Estruwin 3D). 
 
Estruwin 3D ANSYS 
  
Fig. 7.11 Comparació del primer mode de vinclament del patró A entre Estruwin3D/ANSYS 
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DZ Estruwin 3D ANSYS Factor Gir Y Estruwin 3D ANSYS Factor 
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Taula 7.9 Comparativa entre Estruwin3D i ANSYS dels valors de desplaçament nodal sobre 
l’eix z i els girs nodals sobre l’eix y. 
Els valors calculats per Estruwin3D i ANSYS són els mateixos (o guarden la proporcionalitat 
necessària en el cas dels vectors propis), de manera que es verifica el correcte funcionament 
de l’aplicació per a pòrtics en 3D. 
Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions... Pàg. 61 
 
7.6. Anàlisi d’una estructura 3D 
Aquesta col·lecció d’exemples no seria complerta sense l’anàlisi d’una estructura de barres 
tridimensional, doncs és una de les tipologies estructurals més comunes en el càlcul 
d’estructures. És per això que tot seguit se’n analitza una. 
La figura 7.12 mostra la geometria de l’edifici, així com les càrregues aplicades. Les seccions 
i propietats del material, per tractar-se d’un exercici acadèmic, s’han definit totes iguals: 
30x30 cm de formigó. 
 
Fig. 7.12 Esquerra: Patró de càrrega de l’estructura.  Dreta: cotes del pòrtic. 
Per a comprovar la precisió del càlcul s’utilitzen els factors de vinclament generats per 
Estruwin3D i ANSYS. 
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Factor de vinclament 
Mode 
Estruwin 3D ANSYS Error relatiu 
1 1,3200 1,3067 1,01% 
2 2,2495 2,2495 0% 
3 2,5315 2,5261 0,21% 
4 2,7945 2,7702 0,87% 
5 4,4476 4,4290 0,42% 
6 4,4987 4,4737 0,55% 
Taula 7.10 Comparativa entre factors de vinclament i error relatiu prenent ANSYS com a 
referència. 
En la taula anterior es pot observar que s’obtenen resultats molt similars amb tots dos 
programes. L’error relatiu més gran, 1,01%, es pot considerar acceptable, donant per bons 
els resultats obtinguts. 
 
Fig. 7.13 Vista en perspectiva de l’estructura inicial i la forma del primer mode de vinclament 
generat per Estruwin3D/ANSYS 
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7.7. Anàlisi d’un pòrtic amb barres articulades en 2D 
Per acabar de completar la col·lecció s’introdueix un últim exemple d’ aplicació. El cas que no 
s’ha aplicat fins ara, és el d’unions articulades entre diverses barres. Per donar cabuda a un 
exemple d’aquesta mena es dissenya un pòrtic simple a dues aigües. 
La figura 7.14 mostra la geometria del pòrtic, així com les càrregues aplicades. Per tractar-se 
d’un exercici acadèmic, tant els pilars com les bigues correspondran al mateix tipus de perfil. 
Totes les barres seran HEB 100. 
 
Fig. 7.14 Geometria i cotes del pòrtic. 
El valor de la càrrega lineal introduïda en el programa, i per tant del patró de càrrega, serà de 
10,00 kN/m. 
Per a comprovar la precisió del càlcul s’utilitzen els factors de vinclament generats per 
Estruwin3D i ANSYS. 
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Factor de vinclament 
Mode 
Estruwin 3D ANSYS Error relatiu 
1 29,228 29,115 0,39% 
2 33,979 33,945 0,10% 
3 142,47 142,48 0,01% 
4 243,83 242,95 0,36% 
5 263,25 262,68 0,22% 
6 315,45 315,46 0,00% 
Taula 7.11 Comparativa entre factors de vinclament i error relatiu prenent ANSYS com a 
referència. 
En la taula anterior es pot observar que s’obtenen resultats molt similars amb tots dos 
programes. L’error relatiu més gran, 0,39%, és més que acceptable, donant per bons els 
resultats obtinguts. 
 
Fig. 7.14 Vista en perspectiva de l’estructura inicial i la forma del primer mode de vinclament 
generat per Estruwin3D/ANSYS 
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7.8. Temps de càlcul dels exemples 
A continuació es mostra un estudi amb els diferents temps de càlcul per a cadascun dels 
exemples anteriors. És pretén constatar, com s’explica en l’apartat 6.4. de la present 
memòria la conveniència en l’aplicació de la “Descomposició LU”  o “Inversió directa” de [K] 
en la resolució del sistema [K]·[X] = [F]  (Pas 8 de l’algorisme de càlcul SubSpace). 
 
Fig. 7.15 Gràfic de comparació entre temps de càlcul dels 6 primers modes de vinclament 
per als dos mètodes de resolució del sistema [K]·[X] = [F]   
 
Fig. 7.16 Gràfic de comparació entre temps de càlcul dels 12 primers modes de vinclament 
per als dos mètodes de resolució del sistema [K]·[X] = [F]   
Ambdues gràfiques constaten el citat anteriorment en l’apartat 6.4. Mentre el rang de la 
matriu K sigui petit, no s’apreciaran diferències notables en els temps de càlcul. En canvi, tot 
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i que el temps de màquina necessari per a calcular un nombre determinat de modes, va 
augmentant de manera exponencial amb els dos mètodes, ho fa de manera molt més lenta 
en el cas de la Descomposició LU. Així, s’aconsegueixen estalvis de temps superiors al 25% 
en estructures amb una matriu de rigidesa reduïda amb rang major que 180. 
Per acabar de realitzar tot l’estudi de temps de càlcul també es considera necessari 
comparar els temps de càlcul en funció dels modes de vinclament desitjats. Aquesta 
comparació es realitza sobre una varietat d’exemples diversa mida de la matriu de rigidesa 
K. 
 
Fig. 7.17 Progressió del temps de càlcul de diferents nombres de modes de vinclament per 
als dos mètodes de resolució del sistema [K]·[X] = [F]   
 
Fig. 7.18 Progressió del temps de càlcul de diferents nombres de modes de vinclament per 
als dos mètodes de resolució del sistema [K]·[X] = [F]   
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Fig. 7.19 Progressió del temps de càlcul de diferents nombres de modes de vinclament per 
als dos mètodes de resolució del sistema [K]·[X] = [F]   
 
Per a una mateixa geometria, es verifica que el temps de càlcul augmenta segons es va 
incrementant el nombre de modes de vinclament calculats. Si el rang de la matriu K és petit 
(Fig. 7.17), no apareixen diferències substancials dels temps de càlcul. Quan s’incrementa el 
rang de la matriu K (Fig. 7.18) comença a fer-se notar la diferència, que és més notable en 
geometries de mida elevada (Fig. 7.19). 
Es pot concloure doncs, que és preferible utilitzar el mètode de Descomposició LU, sobretot 
quan l’estructura tingui una dimensió considerable. No obstant això, en determinats casos 
pot resultar rentable aplicar una Inversió directa. Serà l’experiència i coneixement del 
programa la que doni a l’usuari les claus per a escollir un o altre mètode de la manera més 
adient. 
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8. Paquet de millores dins l’aplicació Estruwin 3D 
En aquest capítol es pretén enumerar les principals aportacions realitzades a Estruwin3D 
amb la finalitat de deixar l’aplicació llesta per a la seva utilització com a mínim dins l’àmbit de 
l’escola com a eina per a els alumnes. 
Tot i que les pretensions de l’aplicació van més enllà de l’estat en que es troba en l’actualitat, 
l’objectiu ha estat deixar la nova versió d’Estruwin3D en un punt que la faci vàlida per a poder 
treballar amb ella de forma robusta i permetent a l’usuari disposar de totes les eines que 
posava al seu abast la versió anterior del programa (a més de noves opcions que donen 
sentit a aquest projecte i els que el precedeixen). 
Amb aquest objectiu, tot seguit es comenten les millores o canvis més significatius que s’han 
efectuat en base a l’estat en que es trobava l’aplicació al inici d’aquest projecte. 
8.1. Actualització de la geometria inicial segons la forma del 
primer mode de vinclament 
Una vegada efectuat el càlcul de modes de vinclament sobre l’estructura, es precisa una 
nova eina capaç de donar una nova forma a la geometria de l’estructura en funció dels 
resultats. Aquesta nova funció és anomenada actualització de la geometria i permet a l’usuari 
d’Estruwin3D modificar la geometria inicial segons la forma del primer mode de vinclament 
de l’estructura. Així doncs, la geometria resultant haurà de ser una combinació entre la inicial 
i el valor dels corriments nodals corresponents al primer mode de vinclament. 
L’actualització de la geometria s’ha de dur a terme des del mòdul de preprocés. Per a que 
funcioni correctament l’últim càlcul realitzat per el programa ha de ser de vinclament sobre 
l’estructura carregada. De fet, el programa actualitza per defecte la última geometria 
calculada, amb independència de la geometria que es visualitza en el moment de polsar la 
icona. 
S’ha dissenyat una icona adient per a facilitar l’ús d’aquesta funció: 
 
Æ   Actualització de la geometria segons el primer mode de vinclament calculat.
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Després d’incloure aquesta icona, la nova barra d’eines del mòdul queda de la següent 
manera: 
 
Fig. 8.1 Situació del botó que permet actualitzar la geometria 
Un cop l’usuari pitja el botó d’actualització de la geometria es duen a terme els següents 
passos. 
1. Recordar a l’usuari que s’actualitza amb les dades de l’últim càlcul efectuat per el 
programa. 
 
Fig. 8.2 Recordatori de la funció Actualitzar geometria 
2. Carregar la última geometria. Aquest pas pot semblar redundant, però es necessari 
en cas que la geometria que s’està visualitzant en el moment de polsar la icona 
d’actualització no coincideixi amb la geometria continguda en l’últim arxiu Data.geo, 
que és la que s’actualitzarà. 
3. Llegir els desplaçaments nodals corresponents a la primera acció, que en aquest 
cas, és el primer vector propi de l’estructura. Aquestes dades estan contingudes a 
l’arxiu DataRes.res. 
4. Aplicar factor multiplicador. Contra més gran sigui aquest valor més gran serà la 
deformació introduïda en l’estructura. Per a fer-se una idea del valor que ha 
d’introduir en aquest punt, l’usuari hauria de conèixer l’ordre de magnitud dels 
corriments del vector propi. Aquest valor pot ser consultat prèviament mitjançant els 
llistats de valors propis del mòdul de postprocés. 
Anàlisi lineal de vinclament d’estructures de barres en tres dimensions... Pàg. 71 
 
 
Fig. 8.3 Formulari corresponent a la introducció del factor multiplicador dels corriments del 
vector propi. 
5. Afegir corriments llegits a geometria inicial. En aquest punt es modifiquen totes les 
dades nodals de l’estructura per a configurar la nova geometria. Els nous valors 
nodals corresponent al resultat de la següent expressió: 
Valor resultat = Valor inicial + Factor multiplicador · Valor del corriment del vector 
propi 
6. Sobreescriure les noves dades a l’arxiu Temp.geo i carregar-lo de nou per actualitzar 
les dades de pantalla. D’ aquesta manera s’evita sobreescriure dades sobre l’arxiu 
Data.geo i es permet a l’usuari guardar la nova geometria abans de procedir amb un 
nou càlcul. 
A continuació es mostren els resultats d’aplicar la funció Actualització de la geometria sobre 
una estructura qualsevol, serveixi com a exemple el següent pòrtic encastat a les seves 
bases. 
 
Fig. 8.4 Forma del pòrtic abans d’actualitzar-ne la geometria. 
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Si s’efectua un càlcul de modes de vinclament d’aquest pòrtic i després s’actualitza la 
geometria aplicant un factor de vinclament exagerat, el resultat és el següent: 
 
Fig. 8.5 Forma del pòrtic desprès d’actualitzar-ne la geometria. 
Un cop efectuada l’actualització de la geometria, el programa continua funcionant de la 
mateixa manera; així doncs es pot efectuar qualsevol tipus de càlcul sobre la geometria 
actualitzada. Només cal tenir en compte que el factor de vinclament sigui l’adien, de tal 
manera que la geometria actualitzada compleixi les especificacions establertes a l’Eurocodi. 
8.2. Visualització dels factors de vinclament lineal 
Per adaptar el funcionament del nou mòdul de càlcul de modes de vinclament a l’antiga 
versió del mòdul de postprocés, s’ ha fet necessària la programació d’una petita eina per a la 
visualització dels factors de vinclament lineal. 
Les icones dissenyades han estat les següents: 
 
Æ   Veure càrregues elàstiques de vinclament DESACTIVAT 
 
Æ   Veure càrregues elàstiques de vinclament ACTIVAT 
La nova barra d’eines del mòdul de postprocés queda de la següent manera: 
 
Fig. 8.5 Situació i aparença del botó que permet activar/desactivar la visualització dels 
factors de vinclament. 
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Quan la icona està activada, apareix en pantalla el valor del factor de vinclament 
corresponent al mode que s’ està visualitzant. 
8.3. Visualització de llistats de resultats 
Tot i que al inici d’aquest projecte Estruwin3D ja permetia visualitzar resultats en format de 
llistat. Aquesta funció, ha estat ampliada i adaptada per al nou tipus de càlcul.  Els nous 
llistats afegits permeten veure els factors de vinclament lineal i els valors dels vectors propis 
corresponents a cada mode de vinclament. Amb aquesta finalitat s’ha inclòs, en la barra de 
menús superior del mòdul de postprocés, la possibilitat de generar aquests llistats de manera 
ràpida i eficaç (veure Figura 8.6). 
 
Fig. 8.6 Vista del menú de Llistats d’ Estruwin3D on es poden observar els nous llistats 
afegits. 
La informació que es pot visualitzar a través dels llistats coincideix amb la que es pot veure 
en forma de diagrama. Tots els resultats que es mostren a través dels llistats ho fan en 
format científic amb cinc xifres significatives fixes. La raó de l’elecció d’aquest format és 
perquè el rang de valors que pot prendre un esforç o desplaçament és molt ampli, de manera 
que aquesta és la millor elecció per a garantir que l’usuari rep prou informació de qualsevol 
dada. 
L’aplicació amb que s’executen els llistats és WordPad o Bloc de Notas. Aquesta aplicació 
forma part de les eines bàsiques de Windows, la qual cosa fa que l’usuari no necessiti de cap 
nou programa per a fer-ne us si ja té instal·lat Windows. A més, permet obrir posteriorment 
l’arxiu tant amb Word com amb Excel. 
Els llistats presenten, en primer lloc, un conjunt de dades generals de l’estructura i tot seguit 
la informació sol·licitada. Aquesta informació general inclou el nombre de nodes i elements 
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de l’estructura, el nombre de modes de vinclament calculats, la data de creació de l’arxiu i 
una nota avisant de les unitats en que es mostren els resultats (que són les Unitats del 
Sistema Internacional: Newtons, metres i radians). L’annex H inclou una col·lecció dels 
llistats generats a partir de l’exemple de l’apartat 7.5. 
8.4. Visualitzar/No Visualitzar restriccions nodals en el mòdul 
de postprocés 
Una altra eina molt útil és la que permet deixar de visualitzar les restriccions en el mòdul de 
postprocés. L’eina es fa necessària en el cas de sistemes de barres molt grans o per a 
aquells casos en que es restringeixen els graus de llibertat fora del pla del pòrtic (Figura 8.7), 
ja que les pròpies restriccions no permeten veure de forma clara la resta de la informació 
gràfica (diagrames de moments, deformades, modes de vinclament...). 
 
Fig. 8.7 Vista d’un mode de vinclament amb la versió antiga d’ Estruwin3D. 
Es per això que s’ha afegit una nova opció en la barra de menús superior (Figura 8.8). 
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Fig. 8.8 Vista del menú Veure d’ Estruwin3D on es pot observar la nova eina afegida. 
Aquesta és la representació del mateix mode de vinclament amb el nou mòdul de postprocés 
i l’ opció Veure restriccions nodals del menú desactivada. 
 
Fig. 8.9 Vista del mateix mode de vinclament de la figura 8.7 amb la versió nova 
d’Estruwin3D i la opció veure restriccions nodals desactivada. 
S’ aprecia una diferència significativa entre les dues figures (8.7 i 8.9). D’ una banda es 
simplifica la informació aportada i de l’ altra es millora el confort visual de l’usuari. 
8.5. Modificació de la funció d’ Introducció de Barres 
Durant la realització del projecte s’ha vist que en determinades ocasions els diagrames 
mostrats per el mòdul de postprocés no eren correctes. Desprès d’esbrinar-ne les raons, 
s’arriba a la conclusió que el problema radica en el moment que l’usuari introdueix les barres. 
Si tots els elements d’una mateixa barra (biga, pilar,...) tenen el mateix sentit, no hi ha 
problema. En canvi, si alguns elements de la barra tenen sentits oposats (diferent orientació 
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en el moment de la creació) existeix un problema al escollir el criteri per a dibuixar els 
diagrames. 
Per a resoldre això, s’ha d’assegurar que tots els elements de l’estructura tindran la mateixa 
orientació en l’espai sense que la manera com l’usuari els defineixi tingui res a veure. 
Així doncs, l’antiga versió d’Estruwin3D dibuixava (en els cas anteriorment citat) diagrames 
d’aquest tipus. 
  
Fig. 8.10 Vista del diagrama de tallants d’una barra encastada (Antiga Versió) 
Els canvis efectuats sobre la funció d’ introducció de barres son els següents. Un cop 
introduïts els dos nodes pertanyents a la barra que es pretén crear, el programa compara les 
coordenades del primer i el segon node de manera que el primer tingui la coordenada X 
menor, i si cal els intercanvia. Si els dos nodes tenen la mateixa coordenada X, compara en 
relació a la Y i si també són iguals, a la Z. D’aquesta manera s’aconsegueix que tots els 
elements tinguin la mateixa orientació.  
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El resultat de l’exercici anterior amb la nova versió d’Estruwin3D és el següent. 
  
Fig. 8.11 Vista del diagrama de tallants d’una barra encastada (Nova Versió) 
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Conclusions i recomanacions 
Acompliment dels objectius: Tenint present els objectius prefixats al inici d’emprendre aquest 
projecte es pot concloure que s’han assolit les fites marcades. 
Això vol dir: 
9 S’ha aconseguit implementar sobre la plataforma informàtica Estruwin 3D un mètode 
d’anàlisi lineal de vinclament. Aquest mètode permet determinar els factors de vinclament 
lineal de qualsevol sistema de barres en tres dimensions i els seus modes de vinclament. A 
més, ho fa amb una precisió suficient, que s’ha corroborat al comparar els resultats amb els 
que dona un programa comercial d’anàlisi (ANSYS). 
9 S’han polit alguns detalls i s’han afegit eines que mancaven al programa per a poder 
ésser presentat com el digne successor de la primera versió del programa. Altrament, no 
s’ha tancat cap cicle, sinó tot el contrari. Amb aquestes millores Estruwin pot ser la 
plataforma per a més i millors projectes, cada cop més específics, degut a que ja ofereix una 
sòlida posició de sortida per a futurs treballs. 
També, es considera oportú esmentar certes propostes que durant l’evolució del projecte 
han sorgit, però que, per allunyar-se dels objectius prefixats o per ser simples recomanacions 
o millores no imprescindibles, no s’han dut a terme: 
• Seria molt interessant dotar l’aplicació de la possibilitat d’incloure imperfeccions 
geomètriques locals sobre les barres.  
• Un punt a millorar de l’aplicació és el temps de càlcul. Tot i que la capacitat computacional 
augmenta en progressió geomètrica (i això fa que el temps jugui a favor) és cert que el temps 
de càlcul requerit per a estructures complexes o amb condicions de càrrega exigents és 
encara massa elevat per a competir amb programes com ANSYS. 
• La possibilitat d’incloure anàlisis modals podria ésser una via per continuar expandint les 
fronteres d’Estruwin. 
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Programari emprat 
Programació 
Visual Basic 6.0, producte de Microsoft ®. 
Càlculs i operacions 
Maple 9, producte de Waterloo Maple Inc.® 
Matlab 6.5, producte de MathWorks Inc.® 
Verificacions 
ANSYS ED 8.0, producte de ANSYS Inc.® 
Equacions 
Math Type 6.0, producte de Design Science Inc.® 
Icones 
MicroAngelo toolset 6, producte de Google ® 
Traduccions 
Google Traductor, producte de Google ® 
